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Введение 

С 2020 года кафедра математики и информатики ГАУ ДПО НСО НИПКиПРО по зада-

нию Министерства образования Новосибирской области осуществляет научно-методическое 

сопровождение деятельности специализированных классов в части преподавания математи-

ки. В течение 2021 года под руководством заведующей кафедры Анны Валерьевны Тихвин-

ской в институте работала творческая группа учителей математики специализированных 

классов. Результатом работы группы, кроме всего прочего, явились разработанные рабочие 

программы курсов внеурочной деятельности для специализированных классов разных 

направлений специализации. 

Актуальность проделанной работы поддерживается нормативными документами, в 

частности, Концепцией развития математического образования в Российской Федерации 

(утв. распоряжением Правительства РФ от 24 декабря 2013 г. № 2506-р), в которой отмечено, 

что  изучение математики играет системообразующую роль в образовании, развивая позна-

вательные способности человека, в том числе к логическому мышлению, влияя на препода-

вание других дисциплин, кроме этого, математическое образование должно предоставлять 

каждому обучающемуся возможность достижения уровня математических знаний, необхо-

димого для дальнейшей успешной жизни в обществе. Таким образом, при разработке учеб-

ных планов специализированных классов разных направлений образовательным организаци-

ям рекомендуется запланировать реализацию элективных курсов, курсов по выбору матема-

тической направленности. Цели этих курсов могут быть разными. Так, например, в специа-

лизированных классах, изучающих математику на базовом уровне — осознать связь матема-

тики и других наук, понять какую роль играет наука математика в их будущей профессии, с 

разных точек зрения взглянуть на уже известные темы. Для обучающихся специализирован-

ных классов, изучающих математику на углубленном уровне посещение данных курсов по-

может значительно расширить круг математических вопросов, которые не изучаются в 

школьном курсе, совершенствовать технику решения сложных заданий, показать разнообра-

зие и единство математики, красоту математических идей, продемонстрировать многообра-

зие подходов к поиску решений математических задач. И, конечно, все эти курсы могут быть 

направлены на формирование функциональной математической грамотности или её состав-

ляющих. Так, например, в таблице 1 показана связь между возможными планируемыми ме-

тапредметными результатами освоения курса и оставляющими математической грамотности. 
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Таблица 1 

Составляющие  

математической  

грамотности 

Результаты освоения курса 

Распознавать проблемы, 

возникающие в окру-

жающей действитель-

ности, которые могут 

быть решены средства-

ми математики 

Личностные: 

 мировоззрение, соответствующее современному уровню науки; 

 готовность и способность к образованию, в том числе самообразо-

ванию. 

Познавательные: 

 выходить за рамки учебного предмета и осуществлять целенаправ-

ленный поиск возможностей для широкого переноса средств и спосо-

бов действия; 

 находить и приводить критические аргументы в отношении дей-

ствий и суждений другого; 

 спокойно и разумно относиться к критическим замечаниям в отно-

шении собственного суждения, рассматривать их как ресурс собствен-

ного развития 

Формулировать эти 

проблемы на языке ма-

тематики 

Регулятивные:  

 ставить и формулировать собственные задачи в образовательной 

деятельности и жизненных ситуациях; 

Решать эти проблемы, 

используя математиче-

ские знания и методы 

Личностные: 

 развитие интереса к математическому творчеству и математиче-

ских способностей. 

Познавательные: 

 искать и находить обобщенные способы решения задач, в том чис-

ле, осуществлять развернутый информационный поиск и ставить на его 

основе новые (учебные и познавательные) задачи. 

Анализировать исполь-

зованные методы реше-

ния 

Личностные: 

 формирование качеств мышления, необходимых для адаптации в 

современном информационном обществе; 

 формирование у учащихся интеллектуальной честности и объек-

тивности, способности к преодолению мыслительных стереотипов, вы-

текающих из обыденного опыта. 

Формулировать и запи-

сывать окончательные 

результаты решения 

поставленной пробле-

Личностные: 

 развитие логического и критического мышления, культуры речи, 

способности к умственному эксперименту; 

 формирование у учащихся интеллектуальной честности и объек-
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Составляющие  

математической  

грамотности 

Результаты освоения курса 

мы. тивности, способности к преодолению мыслительных стереотипов, вы-

текающих из обыденного опыта; 

Интерпретировать по-

лученные результаты с 

учетом поставленной 

проблемы 

Регулятивные:  

 самостоятельно определять цели, задавать параметры и критерии, 

по которым можно определить, что цель достигнута; 

 сопоставлять полученный результат деятельности с поставленной 

заранее целью. 

 

Все разработанные программы, представленные в сборнике, составлены в соответствии 

с требованиями пункта 18.2.2. ФГОС СОО и содержат следующие структурные компоненты: 

1) планируемые результаты освоения учебного предмета, курса; 2) содержание учебно-

го предмета, курса; 3) тематическое планирование, в том числе с учетом рабочей программы 

воспитания с указанием количества часов, отводимых на освоение каждой темы. Также в 

каждой программе содержится банк задач с ответами и решениями.  

 

По мнению авторов сборника, представленные материалы могут быть особенно полез-

ны учителям математики специализированных 10–11 классов, которые только начинают ра-

боту в этом направлении.   
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РАБОЧАЯ ПРОГРАММА КУРСА ВНЕУРОЧНОЙ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ  

«АГРАРНАЯ МАТЕМАТИКА» ДЛЯ СПЕЦИАЛИЗИРОВАННОГО 10 КЛАССА 

ИНЖЕНЕРНОГО (АГРОТЕХНОЛОГИЧЕСКОГО) НАПРАВЛЕНИЯ 

 

Разработчики: Гутова Ирина Константиновна, Заиченко Наталья Анатольевна, учи-

теля математики МБОУ СОШ № 3 г. Барабинск, Пиняркина Татьяна Витальевна, учитель 

математики МБОУ СОШ № 3 г. Барабинск, руководитель РМО учителей  математики 

Барабинского района 

 

Направление курса: общеинтеллектуальное. 

Пояснительная записка 

Рабочая программа курса внеурочной деятельности «Аграрная математика» для сред-

него общего образования разработана на основе: 

 Федерального закона от 29.12.2012г. № 273 ФЗ «Об образовании в Российской Фе-

дерации» (с изменениями, внесенными в ФЗ от 04.06.2014 г № 145-ФЗ, от 06.04.2015 № 68-

ФЗ (ред 19.12.2016)); 

 ФГОС СОО: приказ Минобрнауки России от 17 мая 2012 г. № 413 «Об утвержде-

нии федерального государственного образовательного стандарта среднего общего образова-

ния» (с изменениями от 29.12.2014г № 1645, от 31.12.2015 г № 1578, от 29.06.2017 г № 613); 

 Примерной основной образовательной программы среднего общего образования 

(принята решением федерального учебно-методического объединения по общему образова-

нию (протокол от 28 июня 2016 г. № 2/16-з); 

 Основной образовательной программы МБОУ СОШ № 3, утвержденной 

10.09.2017 г; 

 Приказа Министерства образования Новосибирской области от 14.05.2020 г 

№ 1069 «О специализированном классе ОО на территории Новосибирской области». 

 

Учебный план на изучение курса внеурочной деятельности «Аграрная математика» в 

10 классе средней школы отводит 1 час в неделю в течение всего года обучения, всего 35 ча-

сов за курс. 

Курс Класс 
Количество часов  

в неделю 

Количество  

учебных недель 

Всего 

часов 

«Аграрная  

математика» 

10 1 35 35 

   35 

Актуальность курса «Аграрная математика» определяется необходимостью формиро-

вания у обучающихся способности применять математические знания базового уровня при 
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решении задач практического содержания. При решении задач предлагаемого курса учащие-

ся встретятся с элементами исследования, новыми идеями и методами решения, что, несо-

мненно, расширит их представление о применении математики в сельскохозяйственной про-

мышленности и укрепит интерес к предмету. Процесс решения предлагаемых в курсе задач 

будет способствовать формированию у школьников умений и навыков устных и письменных 

вычислений, умения пользоваться справочной литературой, умения не только решать, но и 

составлять задачи. 

Цель курса: создание условий для расширения и углубления знаний обучающихся, 

формирования и развития у школьников навыков аналитической деятельности и метапред-

метных компетенций при решении задач агротехнологической направленности. 

 

I. Планируемые результаты освоения курса внеурочной деятельности  

«Аграрная математика» 

Личностные результаты  

 осознанный выбор будущей профессии как путь и способ реализации собственных 

жизненных планов; 

 готовность обучающихся к трудовой профессиональной деятельности как к воз-

можности участия в решении личных, общественных, государственных, общенациональных 

проблем; 

 ориентация обучающихся на достижение личного счастья, реализацию позитивных 

жизненных перспектив, инициативность, креативность, готовность и способность к личному 

самоопределению, способность ставить цели и строить жизненные планы; 

 готовность и способность обеспечить себе и своим близким достойную жизнь в 

процессе самостоятельной, творческой и ответственной деятельности; 

 развитие компетенций сотрудничества со сверстниками, детьми младшего возрас-

та, взрослыми в образовательной, общественно полезной, учебно-исследовательской, про-

ектной и других видах деятельности; 

 готовность и способность к образованию, в том числе самообразованию, на протя-

жении всей жизни; сознательное отношение к непрерывному образованию как условию 

успешной профессиональной и общественной деятельности. 
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Метапредметные результаты 

Регулятивные УУД 

Выпускник научится: 

 самостоятельно определять цели, задавать параметры и критерии, по которым 

можно определить, что цель достигнута; 

 ставить и формулировать собственные задачи в образовательной деятельности и 

жизненных ситуациях; 

 выбирать путь достижения цели, планировать решение поставленных задач, опти-

мизируя материальные и нематериальные затраты; 

 организовывать эффективный поиск ресурсов, необходимых для достижения по-

ставленной цели. 

Познавательные УУД 

Выпускник научится: 

 критически оценивать и интерпретировать информацию с разных позиций, распо-

знавать и фиксировать противоречия в информационных источниках;  

 использовать различные модельно-схематические средства для представления су-

щественных связей и отношений, а также противоречий, выявленных в информационных ис-

точниках; 

 выходить за рамки учебного предмета и осуществлять целенаправленный поиск 

возможностей для широкого переноса средств и способов действия; 

 менять и удерживать разные позиции в познавательной деятельности. 

Коммуникативные УУД 

Выпускник научится: 

 осуществлять деловую коммуникацию как со сверстниками, так и со взрослыми 

(как внутри образовательной организации, так и за ее пределами), подбирать партнеров для 

деловой коммуникации исходя из соображений результативности взаимодействия, а не лич-

ных симпатий; 

  при осуществлении групповой работы быть как руководителем, так и членом ко-

манды в разных ролях (генератор идей, критик, исполнитель, выступающий, эксперт и т. д.); 

 координировать и выполнять работу в условиях реального, виртуального и комби-

нированного взаимодействия; 

 развернуто, логично и точно излагать свою точку зрения с использованием адек-

ватных (устных и письменных) языковых средств. 
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Предметные результаты (базовый уровень) 

Курс помогает расширить и углубить следующие предметные результаты. 

 

Раздел Планируемые результаты  

 Научится Получит возможность научиться 

Числа и вы-

ражения 

 Оперировать на базовом уровне понятиями: целое число, 

делимость чисел, обыкновенная дробь, десятичная дробь, рацио-

нальное число, приближённое значение числа, часть, доля, отно-

шение, процент, повышение и понижение на заданное число 

процентов; 

 выполнять арифметические действия с целыми и рацио-

нальными числами; 

 выражать в простейших случаях из равенства одну пере-

менную через другие; 

 изображать схематически угол, величина которого выра-

жена в градусах. 

В повседневной жизни при изучении других учебных пред-

метов: 

 выполнять вычисления при решении задач практического 

характера; 

 выполнять практические расчеты с использованием при 

необходимости справочных материалов и вычислительных 

устройств; 

 соотносить реальные величины, характеристики объектов 

 Свободно оперировать понятиями: целое число, делимость чисел, 

обыкновенная дробь, десятичная дробь, рациональное число, приближён-

ное значение числа, часть, доля, отношение, процент, повышение и по-

нижение на заданное число процентов; 

 выполнять арифметические действия, сочетая устные и пись-

менные приемы, применяя при необходимости вычислительные устрой-

ства; 

 пользоваться оценкой и прикидкой при практических расчетах; 

 находить значения числовых и буквенных выражений, осуществ-

ляя необходимые подстановки и преобразования; 

 изображать схематически угол, величина которого выражена в 

градусах или радианах; 

 использовать при решении задач табличные значения тригоно-

метрических функций углов. 

В повседневной жизни и при изучении других учебных предметов: 

 выполнять действия с числовыми данными при решении задач 

практического характера и задач из различных областей знаний, исполь-

зуя при необходимости справочные материалы и вычислительные 

устройства; 
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Раздел Планируемые результаты  

 Научится Получит возможность научиться 

окружающего мира сих конкретными числовыми значениями; 

 использовать методы округления, приближения и прикид-

ки при решении практических задач повседневной жизни. 

 оценивать, сравнивать и использовать при решении практических 

задач числовые значения реальных величин, конкретные числовые харак-

теристики объектов окружающего мира. 

Уравнения 

и неравен-

ства 

 Решать линейные уравнения и неравенства, квадратные 

уравнения; 

 решать показательные уравнения, вида abx+c=d (где d 

можно представить в виде степени с основанием a) и простейшие 

неравенства вида ax < d (где d можно представить в виде степени 

с основанием a). 

В повседневной жизни и при изучении других предметов: 

 составлять и решать уравнения и системы уравнений при 

решении несложных практических задач. 

 Решать рациональные, показательные уравнения и неравенства и 

их системы; 

 использовать методы решения уравнений: приведение к виду «про-

изведение равно нулю» или «частное равно нулю», замена переменных; 

 выполнять отбор корней уравнений или решений неравенств в со-

ответствии с дополнительными условиями и ограничениями.  

В повседневной жизни и при изучении других учебных предметов: 

 использовать уравнения и неравенства для построения и исследо-

вания простейших математических моделей реальных ситуаций или 

прикладных задач; 

 уметь интерпретировать полученный при решении уравнения, не-

равенства или системы результат, оценивать его правдоподобие в кон-

тексте заданной реальной ситуации или прикладной задачи. 

Статистика 

и теория 

вероятно-

стей, логика 

и 

комбинато-

рика 

 Оперировать на базовом уровне основными описательны-

ми характеристиками числового набора: среднее арифметиче-

ское, медиана, наибольшее и наименьшее значения. 

В повседневной жизни и при изучении других предметов:  

 читать, сопоставлять, сравнивать, интерпретировать в 

простых случаях реальные данные, представленные в виде таб-

лиц, диаграмм, графиков. 

 Иметь представление о дискретных и непрерывных случайных ве-

личинах и распределениях, о независимости случайных величин; 

 иметь представление о математическом ожидании и дисперсии 

случайных величин;  

 иметь представление о нормальном распределении и примерах 

нормально распределенных случайных величин. 

В повседневной жизни и при изучении других предметов:  
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Раздел Планируемые результаты  

 Научится Получит возможность научиться 

  выбирать подходящие методы представления и обработки дан-

ных. 

Текстовые 

задачи 

 Решать несложные текстовые задачи разных типов;  

 понимать и использовать для решения задачи информа-

цию, представленную в виде текстовой и символьной записи, 

схем, таблиц, диаграмм, графиков, рисунков;  

 решать задачи на расчет стоимости покупок, услуг, поез-

док и т. п.;  

 решать несложные задачи, связанные с долевым участием 

во владении фирмой, предприятием, недвижимостью; 

 решать задачи на простые проценты (системы скидок, ко-

миссии) и на вычисление сложных процентов в различных схе-

мах вкладов, кредитов и ипотек. 

В повседневной жизни и при изучении других предметов:  

 решать несложны практические задачи, возникающие в 

ситуациях повседневной жизни 

 Решать задачи разных типов, в том числе задачи повышенной 

трудности; 

 строить модель решения задачи, проводить доказательные рас-

суждения; 

 анализировать и интерпретировать результаты в контексте 

условия задачи, выбирать решения, не противоречащие контексту;  

 переводить при решении задачи информацию из одной формы в 

другую, используя при необходимости схемы, таблицы, графики, диа-

граммы. 

В повседневной жизни и при изучении других предметов: 

 решать практически задачи и задачи из других предметов. 

Геометрия  Оперировать на базовом уровне понятиями: точка, прямая, 

плоскость в пространстве, параллельность и перпендикулярность 

прямых и плоскостей; 

 распознавать основные виды многогранников (призма, 

пирамида, прямоугольный параллелепипед, куб); 

 извлекать информацию о пространственных геометриче-

ских фигурах, представленную на чертежах и рисунках;  

 Оперировать понятиями: точка, прямая, плоскость в простран-

стве, параллельность и перпендикулярность прямых и плоскостей; 

 применять для решения задач геометрические факты, если усло-

вия применения заданы в явной форме; 

 извлекать, интерпретировать и преобразовывать информацию о 

геометрических фигурах, представленную на чертежах; 

 применять геометрические факты для решения задач, в том числе 
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Раздел Планируемые результаты  

 Научится Получит возможность научиться 

 применять теорему Пифагора при вычислении элементов 

стереометрических фигур;  

 находить объемы и площади поверхностей простейших 

многогранников с применением формул;  

 находить объемы и площади поверхностей простейших 

многогранников и тел вращения с применением формул. 

В повседневной жизни и при изучении других предметов: 

 соотносить абстрактные геометрические понятия и факты 

с реальными жизненными объектами и ситуациями;   

 использовать свойства пространственных геометрических 

фигур для решения типовых задач практического содержания. 

предполагающих несколько шагов решения; 

 описывать взаимное расположение прямых и плоскостей в про-

странстве; 

 формулировать свойства и признаки фигур; 

 находить объемы и площади поверхностей геометрических тел с 

применением формул;  

 вычислять расстояния и углы в пространстве.  

В повседневной жизни и при изучении других предметов: 

 использовать свойства геометрических фигур для решения задач 

практического характера и задач из других областей знаний. 
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II. Содержание курса внеурочной деятельности «Аграрная математика»  

с указанием форм организации и видов деятельности 

10-й класс (35 часов) 

Содержание курса внеурочной деятельности 
Формы организации  

внеурочной деятельности 

Виды  

внеурочной 

деятельности 

Модуль 1 (9 часов) 

«Практико-ориентированные задачи» 

Отношения, пропорции, проценты. Изменения цен и коли-

чества товаров и услуг. Скидки, уценки, программы лояль-

ности. Задачи на повышение и понижение концентрации. 

Задачи на «высушивание». Задачи на переливание. Задачи 

на совместную работу. 

Дискуссия на основе эвристическо-

го метода, работа в парах, выпол-

нение практических заданий. 

Познавательная 

Творческая 

Модуль 2 (7 часов) 

«Статистические задачи» 

Сбор и группировка статистических данных. Наглядное 

представление статистической информации. Математиче-

ская статистика. Расчёт выборочных характеристик (слу-

чайная величина, выборка, медиана, мода, математическое 

ожидание). Практическое применение средних величин 

(дисперсия, среднее квадратическое отклонение). Приме-

нение критерия Пирсона (хи-квадрат) для проверки нор-

мальности распределения. 

Дискуссия на основе эвристическо-

го метода, работа в парах, выпол-

нение практических заданий, фрон-

тальная работа по решению упраж-

нений, эксперимент. 

Познавательная 

Творческая 

Модуль 3 (10 часов) 

«Социально-экономические задачи» 

Проценты, доли и соотношения. Задачи на прибыль. Зада-

чи на рентабельность. Задачи о вкладах. Задачи о кредитах. 

Задачи на торгово-денежные отношения. Задачи на опти-

мизацию. 

Дискуссия на основе эвристическо-

го метода, работа в парах, решение 

заданий в форме групповой работы 

с последующим обсуждением, вы-

полнение практических заданий, 

фронтальная работа по решению 

упражнений, индивидуальная рабо-

та (карточки-задания). 

Познавательная 

Творческая 

Модуль 4 (9 часов) 

«Геометрические задачи с практическим содержанием» 

Геометрические задачи на площади. Геометрия в открытом 

поле. Походная тригонометрия без формул и таблиц. Гео-

метрическая экономия. Вычисление площадей фигур, 

ограниченных линиями. Вычисление объемов тел, ограни-

ченных поверхностями. 

Дискуссия на основе эвристическо-

го метода, работа в парах, решение 

заданий в форме групповой работы 

с последующим обсуждением, вы-

полнение практических заданий, 

моделирование, фронтальная рабо-

та по решению упражнений, инди-

видуальная работа (карточки-

задания), эксперимент. 

Познавательная 

Творческая 
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III. Тематическое планирование 

№ 

п/п 
Тема занятия 

Количество 

часов 

Модуль 1. «Практико-ориентированные задачи» 9 

1 Отношения, пропорции, проценты 1 

2 Изменения цен и количества товаров и услуг 1 

3 Скидки, уценки, программы лояльности 1 

4 Задачи на повышение и понижение концентрации 1 

5 Задачи на «высушивание» 1 

6 Задачи на переливание 1 

7 Задачи на совместную работу 1 

8 Лабораторный практикум 1 

9 Лабораторный практикум 1 

Модуль 2. «Статистические задачи» 7 

10 Сбор и группировка статистических данных 1 

11 Наглядное представление статистической информации 1 

12 Математическая статистика. Расчёт выборочных характеристик (случайная величи-

на, выборка, медиана, мода, математическое ожидание) 

1 

13 Практическое применение средних величин (дисперсия, среднее квадратическое 

отклонение) 

1 

14 Применение критерия Пирсона (хи-квадрат) для проверки нормальности распреде-

ления 

1 

15 Лабораторный практикум 1 

16 Лабораторный практикум 1 

Модуль 3. «Социально-экономические задачи» 10 

17 Проценты, доли и соотношения 1 

18 Задачи на прибыль 1 

19 Задачи на рентабельность 1 

20 Задачи о вкладах 1 

21 Задачи о кредитах 1 

22 Задачи на торгово-денежные отношения 1 

23 Задачи на оптимизацию 1 

24 Задачи на оптимизацию 1 

25 Лабораторный практикум 1 

26 Лабораторный практикум 1 

Модуль 4. «Геометрические задачи с практическим содержанием» 9 

27 Геометрические задачи на площади 1 

28 Геометрия в открытом поле 1 
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№ 

п/п 
Тема занятия 

Количество 

часов 

29 Походная тригонометрия без формул и таблиц 1 

30 Геометрическая экономия 1 

31 Геометрическая экономия 1 

32 Вычисление площадей фигур, ограниченных линиями 1 

33 Вычисление объемов тел, ограниченных поверхностями 1 

34 Лабораторный практикум 1 

35 Лабораторный практикум 1 

Итого: 35 часов 

 

Банк заданий 

Модуль 1. «Практико-ориентированные задачи» 

1. Летом килограмм черешни стоит 180 рублей. Катя купила 1 килограмм 650 граммов 

черешни. Сколько рублей сдачи она должна получить с 500 рублей? (203) 

2. Даша в течение 90 дней пьет витамины, по 3 капсулы в день. В одной упаковке 42 

капсулы. Какое наименьшее количество упаковок должна купить Даша? (7) 

3. Для строительства дома можно использовать один из двух типов фундамента: бетон-

ный или фундамент из пеноблоков. Для фундамента из пеноблоков необходимо 5 кубометров 

пеноблоков и 7 мешком цемента. Для бетонного фундамента необходимо 6 тонн щебня и 34 

мешка цемента. Кубометр пеноблоков стоит 2400 рублей, щебень 675 рублей за тонну, а мешок 

цемента стоит 246 рублей 50 копеек. Сколько рублей. Составляет разница между дорогим и 

дешевым вариантами постройки фундамента? (1294,5) 

4. Костя в начале года положил в банк 10000 рублей под 10% годовых. Сколько рублей 

будет на счету Кости к концу года, если никаких операций со счетом за этот год не производи-

лось? (11000) 

5. Костя в начале 2009 года положил в банк 20000 рублей под 14% годовых. Сколько 

рублей было на счету Кости к концу 2010 года, если никаких операций со счетом за эти 2 года 

не производилось? (25992) 

6. Костя в начале 2009 года положил в банк 20000 рублей под 14% годовых. Сколько 

рублей на счету Кости к концу 2010 года, если в середине 2010 года  Костя снял со счёта 10000 

рублей? Проценты начисляются в конце каждого года. (14592) 

7. Подоходный налог составляет 13% от заработной платы. После удержания налога на 

доходы Павел Витальевич получил 6090 рублей. Сколько рублей составляет его заработная 

плата? (7000) 

8. После подорожания на 25% 1 кг черешни стал стоить 120 рублей. Сколько рублей 

стоил 1 кг черешни до подорожания? (96) 
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9. В период распродажи магазин снижал цены дважды: в первый раз на 12%, во второй 

раз на 25%. Сколько рублей стал стоить чайник после второго снижения цен, если до начала 

распродажи он стоил 1400 рублей? (924) 

10. Смешали 22 литров воды и 10 литров 14%-ного раствора соляной кислоты. Сколько 

процентов составляет концентрация соляной кислоты в получившемся растворе? (4) 

11. Число хвойных деревьев в парке относится к числу лиственных как 1:4. Сколько про-

центов деревьев в парке составляют лиственные? (80) 

12. Для приготовления сдобного дрожжевого теста нужно взять муку, маргарин, молоко и 

сахар в пропорциях 5:1:3:1 соответственно. Сколько сахара (в килограммах) нужно взять, чтобы 

получить 4 килограмма теста? (0,4) 

 

Лабораторный практикум № 1 

Задача. Вычислить, на какой территории нужно вырубить лес, чтобы обеспечить бума-

гой 10А класс при обучении в течение одного учебного года.  

Класс предварительно необходимо разбить на группы по количеству используемых в про-

цессе обучения учебников. В одной группе окажется по 3–5 человек в зависимости от наполня-

емости класса. Каждая группа получает учебники по одному из предметов, например, по рус-

скому языку, математике и др. Учащиеся получают карточку с заданием и должны выполнить 

следующую работу, занося полученные данные в таблицу.  

1. Измерьте длину и ширину учебника в сантиметрах.  

2. Вычислите площадь страницы.  

3. Выясните, сколько листов содержит учебник.  

4. Найдите площадь всех листов учебника в квадратных сантиметрах, переведите в 

квадратные метры. 

5. Умножьте полученный результат на количество учащихся в классе.  

6. Вычислите, на какой площади нужно вырубить лес, чтобы издать количество учебни-

ков по предмету, необходимых для нашего класса.  

7. Измерьте длину и ширину тетради в сантиметрах.  

8. Вычислите площадь страницы.  

9. Выясните, сколько листов содержит тетрадь.  

10. Найдите площадь всех листов тетради в квадратных сантиметрах, переведите в квад-

ратные метры.  

11. Умножьте полученный результат на количество учащихся в классе и количество тет-

радей, необходимых для обучения в течение учебного года.  

12. Вычислите, на какой площади нужно вырубить лес, чтобы издать количество тетрадей 

по предмету, необходимых для нашего класса.  
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Для выполнения 6-го и 12-го заданий необходимо знать, на какой площади требуется вы-

рубить лес, чтобы произвести определенное количество бумаги. Эти данные можно узнать в 

Интернете или справочных таблицах. (На производство 1000 кв. м бумаги требуется примерно 

0,25 га леса).  

Форма для заполнения отчета  

Фамилия, имя ________________________________ 

Тема работы_________________________________  

№ группы___________________________________  

Заполните следующую таблицу: 

Измеряемые параметры учебник тетрадь 

Длина страницы, см.   

Ширина страницы, см.   

Площадь страницы, кв.см.   

Количество листов в 1 ед.   

Площадь всех листов в 1 ед. кв. м.   

Количество учащихся в классе   

Площадь бумаги, необходимой для всех учебников 

(тетрадей) по предмету в кв. м. 

  

Площадь леса, га   

 

Результаты работы всех групп в конце урока суммируются, и делается общий вывод. Учи-

тель должен еще раз подчеркнуть необходимость бережного отношения к учебникам и тетра-

дям, так как это дает возможность сократить вырубки леса. Выполнение такой лабораторной 

работы на уроке математики, позволяет учащимся решать целый ряд взаимосвязанных практи-

ко-ориентированных задач, применять математические знания для описания и исследования 

вполне реальной ситуации, делать не надуманные, а значимые с точки зрения экологии выводы. 

Такая организация работы на уроке является составляющей обучения учащихся математиче-

скому моделированию, служит пропедевтическим этапом для обучения решению учебно-

прикладных и прикладных задач как неотъемлемой части изучения математики в классах при-

кладных профилей.  

 

Лабораторный практикум № 2 

Важное место в рационе питания человека, а особенно детей занимает молоко и молочные 

продукты. 

Задание 1 (приготовление молочного коктейля) 

Какую массу молока 10 %-й жирности и пломбира 30 %-й жирности необходимо взять для 

приготовления 100 г 20 %-ного молочного коктейля? 
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Задание 2 (приготовление солевого раствора) 

Для засола огурцов используют 7 % водный раствор поваренной соли (хлорида натрия 

NaCl). Именно такой раствор в достаточной мере подавляет жизнедеятельность болезнетворных 

микроорганизмов и плесневого грибка, и в то же время не препятствует процессам молочно-

кислого брожения. Рассчитайте массу соли и массу воды для приготовления 1 кг такого раство-

ра. 

Задание 3 (приготовление раствора марганцовки) 

Перед посадкой семена томатов дезинфицируют 15 %-ным раствором марганцовки. 

Сколько г марганцовки потребуется для приготовления 500 г такого раствора? (ответ: 40 г) 

Задание 4 (приготовление столового уксуса) 

Разбавленный (6–10 %-ный) раствор уксусной кислоты под названием «столовый уксус» 

используется для приготовления майонеза, маринадов, салатов и других пищевых продуктов. 

Уксусная эссенция — 70 %-ный раствор, ее нельзя применять без разбавления для приготовле-

ния пищевых продуктов.  Какое количество воды и 70 %-ного раствора уксусной кислоты сле-

дует взять для того, чтобы приготовить 200 г столового уксуса (8 %-ный раствор уксусной кис-

лоты) 

 

Модуль 2. «Статистические задачи» 

Задачи по теории вероятности 

1. В первой бригаде из 8 тракторов 2 требуют ремонта, во второй из 6 тракторов 1 тре-

бует ремонта. Из каждой бригады наудачу выбирают по одному трактору. Определить вероят-

ность того, что: а) оба трактора исправны; б) хотя бы один исправен; в) только один исправен.  

Решение: Это задача на операции сложения и пересечения вероятностей. Прежде всего 

нужно найти вероятности выбора наудачу исправного трактора в каждой из бригад. 

Обозначим эти вероятности как Р1 и Р2. 

Р1 = 6/8, ибо всего тракторов 8, а исправных 6, Р1 = 5/6. Выбрали по одному трактору.  

а) Оба трактора исправны, т. е. из обеих бригад мы выбрали исправные трактора. Это пе-

ресечение (произведение) вероятностей Р1 и Р2,т. е. Р1 х Р2 = 6/8 х 5/6 = 5/8  

б) Исправен только один. Т. е. из одной бригады нужно выбрать один исправный трактор, 

а из другой — обязательно один неисправный.  

Результат будет таким: Р1 х (1–Р2) + (1–Р1) х Р2 = 6/8 х 1/6 + 2/8 х 5/6 = 1/3 

в) Исправен хотя бы один. Т. е. здесь нас вполне устроит исправность обоих тракторов и 

исправность лишь одного трактора. Для этого достаточно сложить вероятности, вычисленные в 

1-ом (оба исправны) и 3-м (лишь один исправен) случае: 5/8 + 1/3 = 23/24 
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2. В организации работают 12 мужчин и 7 женщин. Для них выделено три премии. 

Определить вероятность того, что премию получат: а) двое мужчин и одна женщина; б) только 

женщины; в) хотя бы один мужчина. 

Решение: 

Общее число случаев n = (C из 20 по 3) = 20•19•18/3! =1140; 

а) Благоприятное число случаев m = (C из 12 по 2) • (C из 8 по 1) = (12•11/2) • 8=66•8=528; 

P=m/n=528/1140≈0,46.  

б) m = (C из 8 по 3) = 8•7•6/6=42; P=m/n=42/1140≈0,037. 

в) Хотя бы один мужчина - это событие обратное тому, что получат одни женщины (пункт 

б)) поэтому Р=1-Р (б) =1-0,037=0,963. 

3. Из 35 работников предприятия 10 имеют высшее образование. Определить вероят-

ность того, что из случайно отобранных трех человек высшее образование имеют: а) три чело-

века; б) только один человек; в) хотя бы один человек 

Решение: 

а) 10/25*9/24*8/23=6/115 

б) 3*10/25*15/24*14/23=21/46  

в) 1-15/25*14/24*13/23=1-91/460=369/460 

4. Два предприятия выпускают однотипные изделия. Причем второе выпускает 60 % из-

делий обоих предприятий. Вероятность выпуска нестандартного изделия первым предприятием 

0,15, вторым 0,1. а) Определить вероятность того, что взятое наудачу изделие окажется стан-

дартным, б) Взятое изделие оказалось стандартным. Какова вероятность, что оно выпущено на 

втором предприятии 

Решение: 

Пусть изделие с первого предприятия  

Тогда изделие с первого предприятия  

 

а) изделие нестандартное  

 

По формуле полной вероятности 

 

изделие стандартное  
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б) воспользуемся формулой Байеса: 

 

5. Семена для посева в хозяйство поступают из трех семеноводческих хозяйств. Причем 

от первого и второго хозяйства поступает по 35 % всех семян. Всхожесть семян из первого хо-

зяйства 75 %, второго 85 %, третьего 90 %. А) Определить вероятность того, что наудачу взятое 

семя взойдет, б) Наудачу взятое семя взошло. Какова вероятность, что оно получено от второго 

хозяйства?  

Решение 

а) Пусть событие A = {наудачу взятое семя не взойдет}.  

Введем гипотезы: Hi - семя из i-го хозяйства, i=1,2,3. 

По формуле полной вероятности искомая вероятность равна:  

P(A)=P(H1) * P(A|H1) +P(H2) * P(A|H2) + P(H3) * P(A|H3), где P(H1) = 0,4; P(H2) = 0,4; P(H3) = 0,2; 

P(A|H1) = 0,1; P(A|H2) = 0,15; P(A|H3) = 0,05 — условные вероятности (семя не взошло 

при условии, что поступило от i-го хозяйства).  

В условии даны вероятности того, что семена взойдут — а нам нужны вероятности проти-

воположных событий. => P(A)=0,4*0,1+0,4*0,15+0,2*0,05=0,11. 

б) Здесь нам нужно найти условную вероятность P(H2|A). По формуле Байеса:  

P(H2|A) = P(H2) * P(A|H2)/P(A)=0,4*0,15/0,11=0,55 (округлили до 2-ух знаков). 

6. Перед посевом 90 % всех семян было обработано химикатами. Вероятность пораже-

ния вредителями для растений из обработанных семян — 0,4, для растений из необработанных 

семян — 0,8. Взятое наудачу растение оказалось пораженным. Какова вероятность того, что оно 

выращено из обработанного семени 

Решение 

Задача состоит в определении вероятности ДВУХ событий — И обработано, И заражено 

(вред).  

Расчет сведен в таблицу и здесь приведен порядок расчета.  

Дана вероятность первого события — "обработано" р11 = 0,9   и  р12 = 0,1  

Дана вероятность второго события — заражено (вред) р21 =0,4 и р22 = 0,8  

Для ЛЮБОГО зерна вероятность одновременного события равна произведению вероятно-

стей.  

Заражено ЛЮБОЕ Р = р11*р21 + р12*р22 =0,36+0,8 = 0,44 = 44 % заражены  

НЕ заражено ЛЮБОЕ Q = р11*q21 + p12*q22 = 0.54 + 0.02 = 0.56 = 56 % нормальные. 

Проверяем на полную вероятность 0,44 + 0,56 = 1 —  правильно.  

По формуле Байеса — выбранное зерно ЗАРАЖЕНО с вероятностью  

0,36 / 0,44 = 0,818 = 9/11 —  из обработанных — ОТВЕТ  
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0,08 /0,44 = 0,1818 = 2/11 — из необработанных  

ДОПОЛНИТЕЛЬНО  

А вот среди ЗДОРОВЫХ семян 

27/28  ~ 0.964 — из обработанных семян и только 1/28 ~ 0.366 —  из необработанных 

 

Задачи по статистике сельского хозяйства 

Теория по решению статистической задачи: 

Средние величины — это показатели. Выражающие типичные черты и дают обобщаю-

щую количественную характеристику уровня признака по совокупности однородных явлений. 

Средняя арифметическая: 

 

Средняя гармоническая: 

 

Средняя квадратическая: 

 

Средняя хронологическая: 

 

Средняя геометрическая: 
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К1, К2, К3 и Кn — коэффициенты динамики по отношению к предыдущему периоду. 

Мода интервальных рядов распределения вычисляется по следующей формуле: 

 

х0 — минимальная граница модального интервала; 

i — величина интервала; 

f2 — частота модального интервала; 

f1 — частота интервала, предшествующего модальному; 

f3 — частота интервала, следующего за модальным. 

Мода для дискретных рядов распределения — это наиболее часто встречающаяся величи-

на признака в данной совокупности. 

Медиана для интервальных рядов распределения вычисляется по формуле: 

 

x0 — нижняя граница медианного интервала; 

i — величина медианного интервала; 

∑f — сумма частот ряда; 

SМЕ-1 — сумма накопленных частот, предшествующих медианному интервалу; 

fМЕ — частота медианного интервала. 

Чтобы определить медиану в дискретном вариационном ряду. Необходимо сумму частот 

разделить пополам и к полученному результату добавить ½. 

Задача 1 

В колхозе было посеяно осенью 97 года зерновых культур 1560 га; из которых погибло 

зимой 40 га. Весной 98 г. посеяно яровых зерновых культур, включая пересев погибших озимых 

1520 га; технических культур 250 га, овощей 150 га, кормовых культур 810 га. Укосная площадь 

многолетних трав посева прошлых лет 60 га. Летом погибло от града 54 га зерновых. После 

уборки зерновых произведены повторные (пожнивные) посевы кукурузы на площади 500 га. 

Осенью посеяно под урожай 99 га озимых 1730 га. Требуется определить: 

1. Обсемененную площадь под урожай 98 года. 

2. Весеннюю продуктивную площадь. 

3. Уборочную площадь. 
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Ход решения задачи: 

Обсемененная площадь (на которую были высеяны семена). Участки, обсемененные в те-

чении данного периода дважды (например, вследствие пересева погибших культур) учитывают-

ся дважды. 

Значит площадь, обсемененная под урожай 98 г.  

1560 + 1520 + 250 + 150 + 890 + 500 = 4790 га. 

Весенняя продуктивная площадь (1560-40) + 1520 + 250 + 150 + 810 + 60 = 4310 га 

Уборочная площадь 4310 + 500 – 60 = 4756 га 

Задача 2 

Имеются следующие данные о заработной плате рабочих: 

Месячная заработная плата (тыс. рублей.) (х) Число рабочих (f) х*f 

х1=12 27 324 

х2=14 33 462 

Х3=20 48 960 

Х4=28 51 1428 

Х5=25 16 400 

Х6=33 28 924 

Итого 203 4498 

 

Определите среднюю заработную плату одного рабочего. 

Ход решения: 

Среднюю заработную плату определим так 

4498 : 203≈22,16 тыс. рублей 

Задача 3 

Имеются следующие данные об урожайности зерновых культур: 

Урожайность зерновых культур Количество хозяйств 

До 20 30 

20–30 40 

30–40 60 

40 и выше 20 

Определить среднюю урожайность зерновых культур, моду и медиану. 

Ответ: средняя урожайность: 30,3 ц/га мода: 33,3    медиана: 30,8 

Задача 4 

Годы 2017 г. 2018 г. 2019 г. 2020 г. 2021 г. 

Производства зерна, тыс. тонн 150 168 179 186 191 

Требуется определить: (цепным и базисным способом): 
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1) абсолютный прирост; 

2) темп роста и прироста; 

3) средний абсолютный прирост; 

4) средние темпы роста и прироста. 

Ответ: 

цепным способом  базисным способом 

абсолютный прирост 18  абсолютный прирост 18 

11  29 

7  36 

5  41 

темп роста 1,12  темп роста 1,12 

1,07  1,19 

1,04  1,24 

1,03  1,27 

темп прироста 0,12  темп прироста 0,12 

0,07  0,19 

0,04  0,24 

0,03  0,27 

средний абсолютный прирост: 31  средний абсолютный прирост: 31 

средний темп роста 1,02  средний темп роста: 1,05 

средний темп прироста 0,02  средний темп прироста: 0,05 

 

Задача 5 

Методом случайной повторной выборки было взято для проверки на вес 200 шт. деталей. 

В результате проверки был установлен средний вес детали 30 г. при среднем квадратическом 

отклонении 4 г. С вероятностью 0,954 требуется определить предел, в котором находится сред-

ний вес деталей в генеральной совокупности. 

Ответ: Средний вес детали колеблется в пределах 29,44 ‹ х ‹ 30,56. 

 

Задача 6 

По имеющимся данным определить индивидуальные и общий индексы себестоимости и 

экономию (перерасход) от снижения (роста) себестоимости. 

Вид товара 
Общие затраты, тыс. руб. Имеющие единицы себестоимость 

в отчетном году, % Базисный год Отчетный год 

Электробритва 9500 10244 –1,5 

Электрофен 600 612 +2,0 
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Ответ: Индивидуальный индекс себестоимости по электробритве 0,985. Индивидуальный 

индекс себестоимости электрофену 1,02. Общий индекс себестоимости 0,99. Перерасход де-

нежных средств от роста себестоимости 144 тыс. руб. 

 

Задача 7 

Полная первоначальная стоимость оборудования 250,4 тыс. руб. Это оборудование может 

работать 20 лет при условии проведения капитальных ремонтов на сумму 2,5 тыс. руб. каждый. 

После полного износа оборудования может быть реализовано как металлолом за 1 тыс. руб. За-

траты на модернизацию в течении срока службы 62,6 тыс. руб. Определить сумму ежегодных 

амортизационных отчислений, общую норму амортизации. 

Ответ: Сумма ежегодных отчислений 16,6 тыс. руб. Общая норма амортизации 6,6 %. 

 

Задача 8 

Определить календарный, режимный, располагаемый (плановый) и фактический фонды 

станочного времени по 2 видам станков и коэффициенты использования станочного времени за 

апрель по таким данным: 

 

Виды  

станков 

Количество установленных 

станков 

Фактически отработано 

станкочасов 

Запланировано на ремонт станков, 

станкочасов 

Токарные 48 15127 60 

Фрезерные 52 16420 80 

 

Число рабочих дней в апреле 22. Режим работы — 2 смены. Установленная продолжи-

тельность смены: 8 часов. 

Ответ: Календарный фонд 72000 станко/часов. Режимный фонд 35 200 станко/часов. 

Плановый фонд 35 060 станко/часов. Фактический фонд 31 547 станко/часов. Коэффициент ис-

пользования календарного фонда 43,8 %. Коэффициент использования режимного фонда 

89,6 %. Коэффициент использования планового фонда 90 % 

 

Задача 9 

В квартале 62 рабочих дня, отработало 136 400 человеко-дней; целодневные простои 930 

человеко-дней; неявок по различным причинам (включая праздничные и выходные) 69 670 че-

ловеко-дней. Определить: коэффициенты использования среднесписочной и среднеявочной 

численности. 

Ответ: К использования среднесписочной численности 0,96 %. Коэффициент использова-

ния среднеявочной численности 0,99 % 
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Задача 10 

В одном фермерском хозяйстве с численностью персонала 3 000 человек производитель-

ность труда выросла на 25 %, а в другом фермерском хозяйстве, где работают 5 000 человек, 

снизилась на 5 %. Как изменилась производительность труда в 2-х фермерских хозяйствах вме-

сте. 

Ответ: Увеличилась на 6 % производительность в двух фермерских хозяйствах. 

 

Задача 11 

Объем продукции в натуральном выражении в фермерском хозяйстве вырос за отчетный 

период на 28  %, а производственные затраты в целом возросли на 19 %. Определить как изме-

нилась себестоимость единицы продукции. 

Ответ: Себестоимость единицы продукции снизилась на 7 %. 

 

Задача 12 

Какой была численность населения в начале и конце года, если среднегодовой показатель 

ее за этот год составил 800 тыс. человек, сальдо миграции + 32 тысячи человек, коэффициент 

естественного прироста 30 % 0. 

Ответ: Численность на конец года 828 000 человек. 

 

Задачи о занятости населения 

Методические указания по решению задач: 

В статистике для изучения численности персонала предприятия рассчитывают: 

Среднесписочную численность — сумма явок и неявок работников, деленная на кален-

дарное число дней в периоде. 

Среднеявочную численность — сумма явок работников, деленная на число рабочих дней в 

периоде. 

Среднее число фактически работавших — фактически отработанное время, деленное на 

число рабочих дней в периоде. 

Различают фонды рабочего времени: 

Календарный — сумма всех человеко-дней явок и неявок работников на работу (либо 

среднесписочная численность работников, умноженная на число календарных дней в периоде). 

Табельный — календарный фонд минус праздники и выходные. 

Максимально-возможный — табельный фонд минус очередные отпуска. 

Фактический — фактически отработанное время. 
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Задача 13 

На основании данных об использовании рабочего времени на предприятии за апрель (26 

рабочих дней) определить: 

1) фонды рабочего времени; 

2) среднесписочную и среднеявочную численность; 

3) коэффициенты использования численностей и фондов рабочего времени. 

Фактически отработанное время 40 000 человеко-дней (ч.-д.). 

Целодневные простои 80 ч.-д. 

Праздники и выходные 4 300 ч.-д. 

Очередные отпуска 1 200 ч.-д. 

Болезни и отпуска по болезни 1 600 ч.-д. 

Прогулы 330 ч.-д. 

Неявки с разрешения администрации 3 240 ч.-д. 

Ход решения задачи: 

1) Календарный фонд=40 000+80+4 300+1 200+1 600+3 240=50 750 ч.-д. 

Табельный фонд=50 750–4 300=46 450 ч.-д. 

Максимально-возможный фонд=46 450–1 200=45 250 ч.-д. 

Фактический фонд=40 000 ч.-д. 

2) Среднесписочная численность=50 750:30=1 692 чел. 

Среднеявочная численность = (40 000+80):26=1 542 чел. 

3) Среднее число фактически работавших  

 

Задача 14 

Задача по коэффициентам занятости населения 

На предприятии за год принято 57 человек, уволено 33 человека, в т. ч. по собственному 

желанию 27 человек, за нарушение трудовой дисциплины — 3 человека. Среднесписочная чис-

ленность работников за год 975 человек, а списочная их численность на начало года 937 чело-

век. Определить: 
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1) Коэффициенты оборотов по приему и выбытию. 

2) Коэффициент текучести кадров. 

3) Число работников на конец года. 

Ход решения задачи: 

1)   

 

 

 

 

2)   

3) Численность работников на конец года=937+57–33=961 человек. 

 

Лабораторный практикум  

Тема. Статистические таблицы. 

Цель: закрепить теоретические знания о статистических таблицах и правилах их построе-

ния. 

Задача 

Имеются данные о работниках фермы: 

№ 

п/п 

Стаж  

работы, лет 

Заработная плата, 

руб. 

1 3 11500 

2 2 11000 

3 1 10000 

4 5 12500 

5 7 20000 

6 10 24000 

7 12 25000 

8 19 31000 

9 15 30000 

10 13 25500 

 

Распределить работников фермы на 3 группы с равными интервалами, по стажу работы. В 

каждой группе подсчитать количество работников, стаж работы и заработную плату. Результат 

представить в табличной форме. 

Ход решения задачи. 

Определяем величину интервала для образования 3-х групп работников фермы по стажу: 
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Следовательно, группы будут находится в таких пределах: 

1 гр. 1+6=7 (1–7) 

1 гр. 7+6=13 (7–13) 

2 гр. 13+6=19 (13–19) 

Построим три рабочие таблицы, в которых для каждой группы подсчитаем количество ра-

ботников фермы, общий стаж работы и общую зарплату. 

Рабочая таблица 1 

№ 

п/п 

Порядковый номер  

рабочего 

Стаж работы, 

лет 

Зарплата, 

руб 

1 1 3 11500 

2 2 2 11000 

3 3 1 10000 

4 4 5 12500 

5 5 7 20000 

Итого 5 18 65000 

 

Рабочая таблица 2 

Группа работников фермы по стажу от 7 до 13 лет: 

№ 

п/п 

Порядковый номер  

рабочего 

Стаж работы, 

лет 

Зарплата, 

руб. 

1 6 10 24000 

2 7 12 25000 

3 10 13 25500 

Итого 3 35 74500 

 

Рабочая таблица 3 

Группа работников фермы по стажу от 13 до 19 лет: 

№ 

п/п 

Порядковый номер  

рабочего 

Стаж работы, 

лет 

Зарплата, 

руб. 

1 8 19 31000 

2 9 15 30000 

Итого 2 34 61000 
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Занесем итоги рабочих таблиц в итоговую сводную таблицу: 

Группы работников фермы 

по стажу, лет 

Количество 

рабочих 

Стаж работы, 

лет 

Зарплата, 

руб. 

1–7 5 18 65000 

7–13 3 35 74500 

13–19 2 34 61000 

Итого 10 87 200500 

 

Модуль 3. «Социально-экономические задачи» 

1. 100 тысяч рублей выданы в кредит на полгода по ставке: а) 3 % в месяц; б) 14 % годо-

вых. Найти сумму погашения кредита. 

Решение: P = 100 тыс. руб. 

а) r = 3%, n = 6 месяцев.   

S = 1009 ∙0,03∙ 6 = 118 тыс. руб 

б) r = 14% годовых, n = 0,5 года. 

S = 100 ∙0,14 ∙0,5 = 107 тыс. руб. 

2. Проценты по ссуде в 50 тысяч рублей составляют 1 875 руб. Какова годовая процент-

ная ставка? 

Решение: P = 50 тыс. руб., I = 1875 руб.,   n = 3/12 

I = P ∙
r

100
∙ T 

r =
I

Pn
∙ 100% =  

1875

50000 ∙
3

12

∙ 100% = 0.15 ∙ 100 = 15% 

3. Банк выплачивает 4 800 рублей каждые полгода по вкладу, исходя из 10 % годовых. 

Какова величина вклада?  

Решение. 

P = 4800 руб., r = 10% годовых, n = 0,5 года. 

P =  
I

n
r

100

=  
4800

0,5 ∙ 0.1
= 96000руб. 

4. За какой срок вклад в 70 тыс. рублей увеличится вдвое при ставке 10 % годовых? 

Решение: P = 70 тыс. руб.,r = 10 % годовых,  

S = 70∙ 2 = 140 тыс. руб. 

n =
S − P

P ∙
r

100

=
140 − 70

0,1 ∙ 70
 = 10 лет. 

5. Инвестор может купить квартиру за 60 000 долларов наличными или заплатив 

6 400долларов через год. У инвестора в банке не менее 60 000 долларов и банк платит 6 % го-

довых. Какая альтернатива предпочтительнее? 
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Решение. 

P =  
64000

1 +
6

100 ∙ 1
=  60377,36 долл.. 

Вывод: оплата наличными предпочтительнее. 

6. Кредит в размере 80 тысяч рублей выдан под сложные проценты по ставке 8 % годо-

вых на 3 года. Вычислить наращенную сумму к концу срока. 

Решение: 

S = P (1 +
r

100
)

n
 
= 80(1 + 0,08)

3
 = 100,77696 тыс.руб. 

7. Определить сумму инвестирования под сложные проценты при ставке 12 % годовых, 

если через 2 года наращенная сумму составила 62 720 руб 

Решение: S = 80 тыс.руб., r = 12% годовых, n = 2 года. 

P =
S

(1+
r

100
)

n =  
62720

(1+0,12)2 
 = 50000 руб.  

8. По бизнес-плану предполагается изначально вложить в четырёхлетний проект 10 млн. 

рублей. По итогам каждого года планируется прирост вложенных средств на 15 % по сравне-

нию с началом года. Начисленные проценты остаются вложенными в проект. Кроме этого, сра-

зу после начислений процентов нужны дополнительные вложения: по целому числу n млн. руб-

лей в первый и второй годы, а также по целому числу m млн. рублей в третий и четвёртый го-

ды. Найдите наименьшие значения n и m, при которых первоначальные вложения за два года 

как минимум удвоятся, а за четыре года как минимум утроятся.  

Ответ: 4 и 1 млн. руб. 

9. Некто в 2016 году взял в банке кредит в 6,6 млн. рублей под процент, который начисля-

ется один раз в год в середине года. В 2017, 2018 и 2019 году, в начале года, он вносил равные 

суммы так, что после начисления процента на оставшуюся сумму в июле, долг на конец года 

был равен 6,6 млн. рублей. Затем, в 2020 и 2021 году, остаток долга выплачивался равными 

суммами так, что кредит был закрыт в 2021 году. Каков был процент по кредиту, если за весь 

период кредитования было выплачено 12,6 млн. рублей? 

Ответ: 20 % 

10. Вклад в размере 10 млн. рублей планируется открыть на четыре года. В конце каждого 

года вклад увеличивается на 10 % по сравнению с его размером в начале года, а, кроме этого, в 

начале третьего года и четвёртого годов вклад ежегодно пополняется на одну и ту же фиксиро-

ванную сумму, равную целому числу миллионов рублей. 

Найдите наименьший возможный размер такой суммы, при котором через четыре года 

вклад станет не меньше 30 млн. рублей. 

Ответ: 7 млн. рублей 
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11. Алексей приобрёл ценную бумагу за 7 тыс. рублей. Цена бумаги каждый год возраста-

ет на 2 тыс. рублей. В любой момент Алексей может продать бумагу и положить вырученные 

деньги на банковский счёт. Каждый год сумма на счёте будет увеличиваться на 10%. В течение 

какого года после покупки Алексей должен продать ценную бумагу, чтобы через тридцать лет 

после покупки этой бумаги сумма на банковском счёте была наибольшей? 

Ответ: в течение восьмого года 

12. За некоторый период времени у господина Иванова количество акций увеличилось на 

15 %. На сколько процентов увеличилась общая стоимость акций господина Иванова, если цена 

каждой акции увеличилась на 20 %? 

Ответ: 38 % 

13. Хозяйство предусматривает сдать в обмен 1 200 т ячменя и получить 1 200 т комби-

корма; себестоимость 1 т ячменя — 50,83 грн., отпускная цена — 84 грн.; расстояние перево-

зок — 30 км; грузоподъемность автомобиля — 4 т; себестоимость 1 т-км грузоперевозок 80 коп; 

норма выработки на погрузке — 7 т и на разгрузке — 10 т на одного работника; труд работни-

ков на погрузочно-разгрузочных работах оплачивают по четвертому разряду сдельных ставок 

(3,67 грн.), а за время поездок на автомобиле до места погрузки и обратно — по второму разря-

ду повременных ставок тарифной сетки на конно-ручных работах (2,95 грн.); с учетом опыта 

прошлых лет время поездки от хозяйства до пункта обмена и обратно в среднем 2 ч. Опреде-

лить транспортные расходы из расчета на 1 т комбикорма и стоимость комбикормов.  

(1 гривна = 2,75 рубля) 

Решение. 

1) Стоимость перевозок 1 200 т * 30 км * 0,80 коп = 36 000 т/км *0,80 коп =28 800 грн. 

2) Оплата работ погрузочных работ 1 200 т / 7 т * 3,67 грн = 629,14 грн., это погрузка 

ячменя, а поскольку в обратном направлении грузили комбикорм то еще столько же 629,14 грн 

за погрузку комбикорма. Всего за погрузку — 1 258,28 грн. 

3) Оплата за разгрузку 1 200 т / 10 т * 3,67 грн = 440,4 грн, — разгрузка ячменя и плюс 

разгрузка комбикорма 440,4 грн. Всего за разгрузку — 880,8 грн. 

4) Необходимое количество рейсов автомобиля, чтобы перевести весь груз 1 200т / 4 т = 

300 рейсов 

5) Время поездок грузчиков с автомобилем от пункта погрузки до пункта выгрузки и об-

ратно 300 рейсов * 2 часа = 600 часов 

6) Оплата труда грузчиков за время поездок 600 часов * 2,95 грн = 1 770 грн 

7) Общая сумма затрат на перевозку груза 28 800 + 1 258,28 + 880,8 + 1 770 = 32 709 грн. 

8) Затраты на 1 тонну груза 32 709 грн / 1 200 т = 27,26 грн. на 1 тонну, то есть затраты 1 

тонны комбикорма получились 50,83 грн. + 27,26 грн = 78,09 грн 

9) 78,09 ▪ 2,75 = 214,7475 рублей 



33 

14. На предприятии запланировано получить зерна — 8 000 т, молока — 3 900 т, мяса —

  700 т, яиц — 8 млн. шт. Площади угодий: всего земли — 6 130 га, в т. ч. пашни — 810 га, сады 

400 га, виноградники — 150 га. Посевы зерновых — 2100 га. Рассчитать структуру с.-х. угодий 

и выход продукции по видам на 100 га соответствующих угодий. 

1. Структура с-х угодий 

 
Наименование 

Площадь 

угодий 

Уд. 

вес 

1 Пашня 810 13,2 

2 Сады 400 6,5 

3 Виноградники 150 2,4 

4 Посевы зерновых 2 100 34,3 

5 Прочие земли (здесь могут быть многолетние травы для корма скота) 2 670 43,6 

 
Всего земли 6 130 100 

2. Выход продукции зерновых на 100 га площади 8 000 т / 2 100 га * 100 га = 380,9 т., т. е. 

планируется со 100 га получить 380,9 тонн зерна. 

3. 3 900 т / 2 670 га * 100 га = 146,1 тонн, т. е. выход продукции на 100 га прочих земель — 

146,1 тонна молока 

4. 700 т / 2 670 га *100 га = 26,2 тонны, т. е. выход продукции на 100 га прочих земель — 

26,2 тонны мяса 

5. 8 млн. шт., или 8 000 000шт / 2 100 га *100 га = 380 952 шт, т. е. выход продукции на 

100 га посевов зерновых. 

 

Лабораторный практикум № 1 

«Маркетинговое исследование рынка напитков» 

Вы — независимый эксперт (группа экспертов) агентства, которое проводит исследование 

рынка газированных и не газированных напитков, изготовленных с использованием натураль-

ных компонентов российского производства, таких как: 

1. Сок содержащие напитки (малина, черноплодная рябина, клюква, смородина, облепиха 

и др.) 

2. Травяные напитки (Шиповник, кедр, клюква, Иван-чай и др.) 

1. Предмет исследования: газированные и не газированные напитки, изготовлен-

ные с использованием натуральных компонентов на водяной основе, в вашем регионе. 

Исследование будет проходить по таким параметрам: ассортимент, торговая марка, цена. 

Исследование распространяется на все сети магазинов в вашем городе. («Магнит», «Пятероч-

ка», «Горожанка», «Фасоль», «Мария-Ра», «Быстроном», «Ярче», «Гигант», «Сетка в Клетку» и 

т. д.) 
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A. Структурный анализ (какие торговые марки представлены, пропорциональное соотно-

шение торговых марок) 

B. Ценовой мониторинг (определение нижнего и верхнего потолка цен, нахождение сред-

ней цены в данном сегменте) 

2. Дайте экспертную оценку предпочтения потребителей газированных и не 

газированных сок содержащих напитков в вашем регионе. Присвойте всем имеющимся 

видам рейтинг на основании экспертного мнения нескольких человек и выявите общее 

мнение: какие из напитков нравятся, а какие нет, возрастная группа различия — от роди-

телей до сверстников; укажите возраст респондентов, какую цену готовы заплатить за 

напитки, состоящие из натуральных компонентов. 

3. Изучите предпочтения друзей, исходя из их ответов, определите, какой 

напиток пользуется большей популярностью в молодежной среде (14–18 лет). 

4. Обобщите мотивы, которые формируют предпочтения потребителей в 

выборе напитков с натуральными компонентами на водяной основе. Составьте список. 

A. Приложи фотоотчет, как представлены напитки на полке магазина в разных тор-

говых сетях. 

B. Приложите фото наиболее популярных в вашем регионе видов полезной гази-

ровки. 

 

Фиксируемые параметры для проведения исследования 

Информация о торговой точке 

Тип торговой точки          

Киоск (отдельно стоящее помещение)          

Сетевой супермаркет          

Несетевой небольшой магазин (до 300 

кв.м) 

         

Гипермаркет          

Точка на рынке/ярмарке          

Название торговой точки          

Адрес торговой точки          

Информация о продукте 

Название          

Производитель          

Материал упаковки 

Пэт          

Стекло          

Алюминиевая банка          
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Объем упаковки (в литрах) 

0,33          

0,5          

1          

1,5          

Цена без скидки          

Тип напитка 

с газом          

без газа          

 

Каждый новый продукт записываете в новую строчку или в столбик. Название, марка и 

т. д. Очень важно зафиксировать и занести в форму все параметры продукта, а также зафикси-

ровать все марки сок содержащих напитков, которые были представлены в магазине на момент 

визита. 

Приложение 1 

Анкета — опросный лист 

Пол  

Возраст  

Статус: 

Школьник  

Студент  

Работающий человек  

Домохозяйка  

Образование: 

Основное   

Среднее  

Среднее-специальное  

Высшее  

Сфера занятости: 

Образование и воспитание детей  

Военнослужащие  

Сфера промышленности и производства  

Государственный служащий  

Сельское хозяйство  

Индивидуальное предпринимательство  

Пьете ли вы напитки с натуральными компонентами на водной основе? 

Да  
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Нет  

Как часто вы их покупаете?  

Никогда  

Периодически  

Очень редко  

Ежедневно  

Очень часто  

Какие напитки вам нравятся? 

С газом  

Без газа  

По какой причине вы их покупаете?  

Приносит пользу здоровью  

Нравится вкус  

Приемлемая цена  

Хорошо утоляет жажду  

Другое: (указать)  

Где вы их покупаете? 

В ларьке  

В ближайшем магазине  

В сети супермаркетов  

В какой упаковке вы покупаете напитки? 

Стекло  

Пластик  

0,33  

0,5  

1  

1,5  

Другое: 

Какие марки напитков с натуральными добавками 

на водной основе вы знаете? 
 

Какую марку напитка предпочитаете вы?  

На что вы обращаете внимание при выборе и покупке напитка? 

Цена  

Упаковка  

Производитель  

Состав  

Известность марки  

Чьему мнению вы доверяете при выборе напитка? 
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Реклама  

Мнение семьи и близких  

Продавца  

Собственным вкусам  

Экспертной оценке  

 

Лабораторный практикум № 2 

«Выбор наиболее выгодного банковского продукта» 

Определить наиболее выгодный банк вашего города (региона) для вклада 100 000 рублей 

на три года. 

Требования к лабораторным работам 

Объем работы должен составлять до 5-ти страниц компьютерного текста (шрифт 12–14) 

без приложений. Титульный лист: указывается название команды, ФИО авторов Эссе. Работа 

сдаться в печатном виде и на электронном носителе. 

При оценке выполненных заданий учитывается: 

 умение применять теорию для анализа конкретной ситуации; 

 стиль подачи материала, простота, логика изложения; 

 соответствие заявленной тематики, полнота исследования; 

 умения выявлять, аккумулировать и систематизировать информацию; 

 использование дополнительных данных для обоснования своего вывода с обязатель-

ной ссылкой на источник. 

 

Модуль 4. «Геометрические задачи с практическим содержанием» 

1. Как расположить 12 момент в 6 рядов, по 4 монеты в каждом? 

Ответ: 

 

 

2. Угол 1,5˚ рассматривают в лупу, увеличивающую в четыре раза. Какой величины пока-

жется угол?  

Ответ: Если вы полагаете, что в лупу угол наш окажется величиной в 1,5˚х4 =6˚, то дали 

промах. Величина угла нисколько не увеличивается при рассматривании его в лупу. Правда, 

дуга, измеряющая угол, несомненно увеличивается, но во столько же раз увеличивается и ради-

ус этой дуги, так что величина центрального угла остается без изменения.  

3. Одна кружка вдвое выше другой, зато другая в 1,5 раза шире. Которая кружка вмести-

тельнее? 
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Ответ: Та кружка, которая в 1,5 раза шире. Так как была бы вместительнее в (1,5)
2
, то 

есть в 2,25 раза. Так как она все же она ниже только в два раза, но в конечном итоге она все же 

вместительнее, чем высокая кружка. 

4. Существует мнение, что стол о трех ногах никогда не качается, даже если ножки его и 

неравной длины. Верно ли это? 

Ответ: Трехногий стол всегда может касаться пола концами своих трех ножек, потому 

что через каждые три точки пространства может проходить плоскость, и притом только одна; в 

этом причина того, что трехногий стол не качается. Как видите, она чисто геометрическая, а не 

физическая. Вот почему так удобно пользоваться треногами для землемерных инструментов и 

фотографических аппаратов. Четвертая нога не сделала бы подставку устойчивее; напротив, 

пришлось бы тогда всякий раз заботиться о том, чтобы она не качалась. 

5. Как далеко видно с воздушного шара, поднявшегося на высоту 4 км над Землей (радиус 

Земли примерно равен 6370 км)?  

Ответ: По теореме о касательной к окружности, касательная пер-

пендикулярна радиусу, проведенному в точку касания, то есть  

OTM = 90
о
. MO = 6370 +4= = 6374 км, тогда по теореме Пифагора:  

MT 
2
 + OT 

2
 = MO 

2 

MT 
2 

= MO 
2
 – OT 

2 

 

MT = 112,9 км
 

6. Какой гвоздь держится крепче в деревянной стене — круглый, квадратный или тре-

угольный, если забивают их на одну глубину и площади их поперечных сечений равны? 

Ответ: Треугольный, так как он имеет наибольшую боковую поверхность. 

7. Имеется квадратный пруд. По углам его близ воды растут четыре старых дуба. Пруд 

понадобилось расширить, сделав вдвое больше по площади, сохраняя, однако, квадратную 

форму. Но старых дубов трогать не желают. Можно ли расширить пруд до требуемых размеров 

так, чтобы все четыре дуба, оставаясь на своих местах, не были затоплены водой, а стояли у бе-

регов нового пруда? 

Ответ: Расширить площадь пруда вдвое, сохраняя его квадратную форму и не трогая ду-

бов, вполне возможно. Надо копать так, чтобы дубы оказались против середины сторон нового 

квадрата. Легко убедиться, что новая площадь вдвое больше прежней: достаточно лишь прове-

сти диагонали в прежнем пруде и сосчитать образующиеся при этом треугольники. 

8. Найдите объем многогранника, изображенного на рисунке (все двугран-

ные углы – прямые.) 
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9. Найдите площадь поверхности многогранника, изображенного на ри-

сунке (все двугранные углы — прямые.) 

10. Имеется кусок картона треугольной формы. Нужно вырезать из 

него параллельно данному основанию и высоте прямоугольник наибольшей 

площади. 

Ответ: Пусть АВС данный треугольник, MNOP — тот прямоугольник, который должен 

остаться после обрезки. 

Из подобия треугольников АВС и NBM имеем BD:BE=AC : NM 

(ВЕ — высота треугольника  NDM, BD — высота треугольника АВС). 

NM= (BE·AC)/BD. 

Обозначив сторону NM через у, BE — через х, основание АС че-

рез а, а высоту BD через h, имеем: у=(ах)/h.  

Площадь S прямоугольника MNOP равна MN·NO=MN·(BD-BE) = y(h-x)=(h-x)(ax)/h, сле-

довательно, Sh/a=(h-x)x. Площадь S будет наибольшей тогда же когда и выражение Sh/a, а сле-

довательно когда достигнет наибольшей величины произведение (h-x)x. Но сумма (h-x)+x=h – 

величина постоянная. Значит, произведение их максимально, когда (h-x) = x. Получаем х=h/2. 

Мы узнали, что сторона NM искомого прямоугольника проходит через середину высоты тре-

угольника и, следовательно, соединяет середины его сторон. Значит, эта сторона прямоуголь-

ника равна а/2, а другая — равна h/2.  

11. При строительстве домов нередко устраива-

ется так называемая четырехскатная крыша, скаты 

которой представляют собой два треугольника и две 

трапеции с одинаковым уклоном. Найдите площадь 

кровли четырехскатной крыши дома длины а и шири-

ны b, если известно, что угол наклона скатов крыши равен  . 

Ответ: Угол между плоскостями многоугольников — скатов крыши — и плоскостью 

ABCD равен  , а ортогональные (вертикальные) проекции этих многоугольников на горизон-

тальную плоскость образуют прямоугольник ABCD. Поэтому площадь кровли S =
cos

ab
. 

12. На горе находится башня, высота которой равна 100м. Некоторый 

предмет А у подножия горы наблюдают сначала с вершины В башни под 

углом 60
0
 к горизонту, а потом с её основания С под углом 30

0
. Найдите вы-

соту Н горы. 

Ответ: Угол СВК = 30
0
, т.к. угол ЕВС =90

0
 и угол ЕВА =60

0
, отсюда 

угол СКА =60
0
, значит угол СКА = 180

0
 – 60

0
 = 120

0
. 

В треугольнике СКА видим, что угол АСК = 30
0
, угол СКА = 120

0
, то 
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угол САК = 30
0
, получим, что треугольник ВСА равнобедренный с основанием АВ, т. к. угол 

СВК = 30
0
 и угол ВАС = 30

0
, значит АС = 100 м (ВС = АС). 

Рассмотрим треугольник АСР, прямоугольный с острым углом в 30
0
 (РАС = АСК, накрест 

лежащие углы при пересечении параллельных прямых СК и АР секущей АС), а против угла в 

30
0
 лежит катет вдвое меньше гипотенузы, поэтому РС = 50м. 

13. Высевающий аппарат большинства сеялок представляет собой 

цилиндрическую катушку с желобками (см. рис.), которые при вращении 

катушки захватывают зерна и высыпают из сеялки. При проектировании 

катушки вначале определяют число желобков п и ширину желобка t, исхо-

дя из размеров и механических свойств зерен, для которых предназначена 

сеялка. Эти данные позволяют найти диаметр катушки. 

Каким должен быть диаметр катушки высевающего аппарата зерновой сеялки, у которой 

t=13,6 мм (с учетом ширины ребра между смежными желобками), п=12? 

Ответ: Требуется найти диаметр окружности, описанной около правильного n-угольника 

со стороной ап — t. По известной формуле получаем: 

.5,52
15sin

мм
t

d 


  

14. Телевизионные радиосигналы распространяются на 15% дальше пределов прямой ви-

димости антенны. Определить, при каком максимальном расстоянии можно 

принять передачу с помощью антенны высотой 20 м с Останкинской теле-

башни (ее высота 538м). 

Ответ: Вершина В принимающей антенны за счет шаровой поверхно-

сти Земли будет в крайнем случае еще видна из вершины передающей ан-

тенны А тогда, когда точки А и В лежат на касательной к земной поверхно-

сти. В этом случае ),2(222 HRНОСОААС   где R – радиус Земли. Так как Н очень мало 

по сравнению с 2R, то RHR 22  , а потому RHAC 2 . Полагая в этой формуле 

,104,6 6R  получаем HAC 3106,3  . 

Определив таким же образом ВС, найдем АВ. Увеличив полученную величину на 15%, 

получаем искомую формулу для s (в м): s )(101,4 3 hH  . Из нее теперь нетрудно полу-

чить ответ и на второй вопрос задачи.  

S = 113434,5 м = 113,5 км 

15. Требуется выкопать канал для подачи воды к рыбовод-

ному пруду. Имеется возможность устроить его в форме полувы-

емки — полунасыпи. В таком случае наиболее экономичным бу-

дет такое расположение канала, при котором сечение выемки равновелико сечению насыпи (не 

нужно будет ни отвозить, ни подвозить грунт). Определите, какой должна быть при этом глу-
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бина выемки, если общая глубина канала h = 2 м, ширина по дну b = 1 м, ши-

рина гребня выемки а = 1 м, а угол наклона откосов — 45°. 

Ответ: Пусть х — глубина выемки. Тогда площадь поперечного се-

чения выемки ,)( 2

1 xxxxbS   площадь сечения насыпи 

)2)(3(2))((22 xxxhxhaS  . Приравняв площади, получим квад-

ратное уравнение. Решив его, найдем х = 1,2м. 

 

16. В различных расчетах по эксплуатации оросительных систем встречается величи-

на R = 
P

F
 гидравлический радиус канала, где F — площадь поперечного сечения канала 

(живое сечение), Р — длина границы этого сечения (смоченный периметр). С помощью 

теоретических расчетов и эксперимента установлено, что из всех каналов с заданным жи-

вым сечением наибольшей пропускной способностью и одновременно наименьшей филь-

трацией отличаются каналы с наименьшим смоченным периметром. Про такие каналы го-

ворят, что они имеют гидравлически наивыгоднейший профиль. 

Сечение канала — равнобедренный треугольник. Каким должен быть угол при вер-

шине, чтобы канал имел гидравлически наивыгоднейший профиль? 

Ответ: Пусть F — живое сечение канала, х — величина угла при его вершине, а — 

длина боковой стороны треугольника. Так как F = ,sin
2

1 2 xa  Р = 2а, то  

).0(
sin

2
2  x

x

F
P  

Смоченный периметр Р будет наименьшим, когда xsin  будет наибольшим, т. е. при х 

= 90°. 

17. Для хранения зерна на элеваторах часто сооружают емкости в форме цилиндров. 

При этом строят сразу несколько таких емкостей, примыкающих друг к другу в определен-

ном порядке, а также в некоторых местах сооружают дополни-

тельные круглые стенки. Получается монолитный корпус с по-

перечным сечением довольно сложной конструкции. Зерно за-

сыпается не только в цилиндрические емкости (круглые силосы), 

но и в емкости образовавшиеся между ними (силосы-звездочки). 

Для расчета емкости силосного корпуса необходимо знать пло-

щади сечений всех его силосов. 

На рисунке изображено поперечное сечение силосного корпуса одного из элеваторов. 

Найдите площади сечений силосов-звездочек 2 и 3, зная диаметр d силоса 1 и пренебрегая 

толщиной стенок. 
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Ответ: Площадь 3S  равна, очевидно, разности между площадью квадрата ABCD и площа-

дью круга 1: 

.215,0
4

2
2

2

3 d
d

dS 


 

Если от площади квадрата EFGH (которая, очевид-

но, равна половине площади квадрата ABCD ) вычесть 3S

, то мы получим  

учетверенную площадь луночки. Поэтому площадь 

луночки ,071,0)215,0
2
(
4

1 22
2

dd
d

S   

а площадь фигуры 2  .357,02 2

32 dSSS   

18. При одном из способов защиты почв от смыва на склонах штампуют лунки в форме 

прямоугольного параллелепипеда с квадратным основанием (сторона квадрата — 50 см) и вы-

сотой 10 см. Определите, сколько литров воды может собраться в такой лунке на склоне под 

углом наклона 10°, если дополнительно известно, что 

одна из сторон основания лунки горизонтальна. 

Ответ: Так как (рис. 51) BL = 50tgl0° < 10, то в мо-

мент наибольшего наполнения слой воды представляет собой призму высоты 50 см, основанием 

которой является трапеция LBAA 11 . Поэтому объем воды 

.14)1052(2550050)(25 11  tgLBAAV  

19. Бревна и дрова на складах лесоматериалов укладывают в штабеля. 

Учет уложенной в штабеля древесины ведется через объем штабеля с по-

мощью коэффициента полнодревесности, под которым понимается отно-

шение объема древесины в штабеле к геометрическому объему штабеля 

(первый меньше из-за наличия пустот между стволами). Найдите коэффи-

циент полнодревесности идеализированного прямоугольного штабеля, состоящего из одинако-

вых цилиндров. 

Ответ: Пусть r— радиус основания цилиндра, h — его высота. Допустим, что по ширине 

штабеля уложено m цилиндров, а по высоте — п. Тогда объем древесины в штабеля 

hrmnV 2

1  . 

Штабель принимается за параллелепипед с измерениями 2mr, 2nr и h. Его объем 

hmnrV 2

2 4 , 

значит, коэффициент полнодревесности 

78,0
42

1 


V

V
k . 
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Удивительно, что именно такой коэффициент полнодревесности указан в ГОСТ для пра-

вильного прямоугольного штабеля из метровых бревен без коры. 

20. При защите почв от водной эрозии на склонах иногда делают лунки в форме полушара 

диаметром d. Сколько воды может накопиться в такой лунке на склоне с углом наклона  ? 

Ответ: Объем воды равен объему шарового сегмента: 
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Лабораторный практикум 

Тема: Занимательная геометрия на свежем воздухе. 

Цель: сделать геометрию для обучающихся привлекательной, привить интерес и воспи-

тать вкус к её изучению. Показать предмет с новой, незнакомой стороны, способной привлечь 

внимание. 

С этой целью геометрия отделена от классной доски, занятия проходят за стенами школь-

ной комнаты, без учебника, таблиц, циркуля и линейки. 

 

Измерение высоты дерева  

Прежде всего можно воспользоваться свойством равнобед-

ренного прямоугольного треугольника, обратившись к услугам 

весьма простого прибора, который легко изготовить из дощечки и 

трёх булавок. На дощечке любой формы намечают три точки — 

вершины равнобедренного прямоугольного треугольника, и в эти 

точки торчком втыкают по булавке. 

У вас нет под рукой чертежного треугольника для построения прямого угла и циркуля для 

откладывания равных сторон? Перегните тогда любой лист бумаги один раз, а затем поперёк 

первого сгиба ещё раз так, чтобы обе части первого сгиба совпали, и получите прямой угол. Так 

же бумажка пригодится 

и вместо циркуля, чтобы отметить равные расстояния.  

Обращение с прибором не сложнее изготовления. Отойдя немно-

го от измеряемого дерева, держите прибор так, чтобы один из катетов 

треугольника был направлен отвесно (для чего можно воспользоваться 

ниточкой с грузиком, привязанной к верхней булавке. 

Приближаясь к дереву или удаляясь от него, всегда найдете такое место А, из которого 
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глядя на булавки а и с, увидите, что они прикрывают верхушку С дерева: это значит, что про-

должение гипотенузы ас проходит через точку С. Тогда расстояние аВ равно СВ, так как угол  

а = 45°. Следовательно, измерив расстояние аВ (или АD) и прибавив ВD (высоту глаза над зем-

лей), получите искомую высоту дерева. 

Помощь записной книжки 

В качестве прибора для приблизительной оценки недоступ-

ной высоты можно использовать свою карманную записную книж-

ку с петелькой для карандаша. Она поможет построить в простран-

стве два подобных треугольника, из которых получается искомая 

высота. Книжку надо держать возле глаза так, как показано на 

упрощенном чертеже. Она должна находиться в отвесной плоско-

сти, а карандаш выдвигается над верхним обрезом книжки на 

столько, чтобы, глядя из точки а, видеть вершину В дерева покрытой кончиком b карандаша. 

Тогда, из подобия треугольников аbс и аВС, высота ВС определится из пропорции:  

ВС : bс = аС : ас 

Расстояния bс, аС, ас измеряются непосредственно. К полученной величине ВС надо при-

бавить ещё длину СD – высоту глаза над землей. 

Так как ширина ас книжки неизменна, и вы всегда будете вставать на одном и том же рас-

стоянии от измеряемого дерева (например, 10 метров), высота дерева будет зависеть только от 

выдвинутой части bс карандаша. Поэтому можно заранее вычислить, какая высота соответству-

ет тому или иному выдвижению, и нанести эти числа на карандаш. 

Ваша записная книжка превратится тогда в упрощенный высотомер, и вы сможете с по-

мощью её определять высоту сразу, без вычислений. 

 

Пешеход на другом берегу 

По другому берегу реки идет человек. Вы отчетливо различаете его шаги. Можете ли вы, 

не сходя с места, определить, хотя бы приблизительно, расстояние от него до вас? Никаких 

приборов под рукою не имеете. 

Решение. 

У вас нет приборов, но есть глаза и руки — этого достаточно. Вытяните руки вперед по 

направлению к пешеходу и смотрите на конец пальца одним глазом, ожидая, когда отдаленный 

пешеход покроется им. В этот момент вы закрываете тот глаз, которым сейчас смотрели, и от-

крываете другой: пешеход покажется вам словно отодвинутым назад. Сосчитайте, сколько ша-

гов сделает он прежде, чем снова поравняется с вашим пальцем. Вы получите все данные, необ-

ходимые для приблизительного определения расстояния. 
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b — ваши глаза 

М — конец пальца вытянутой руки 

А — первое положение пешехода 

В — второе положение пешехода 

Треугольники аbМ и АВМ подобны (вы должны повер-

нуться к пешеходу так, чтобы аb было приблизительно парал-

лельно направлению его движения). Значит, ВМ : bМ = АВ : 

аb, пропорция, в которой неизвестен один член ВМ, все 

остальное можно определить непосредственно. 

bМ — длина вытянутой руки 

аb — расстояние между зрачками глаз 

АВ — измерено шагами пешехода, которые можно принять в среднем равным ¾ метра. 

Следовательно, неизвестное расстояние от вас до пешехода на противоположном берегу 

реки: 

MB = AB ▪ 
𝑎𝑀

𝑎𝑏
 

Например, аb=6 см, аМ=60 см, пешеход сделал от А до В — 14 шагов 

MB = 14 ▪ 
60

6
 = 140 шагов ≈ 105 метров. 

Простейшие дальномеры 

Рассмотрим простейшее приспособление для измерения неприступных расстояний — 

«дальномер». Простейший дальномер можно изготовить из 

обыкновенной спички. Для этого нужно нанести на одной из её 

граней миллиметровые деления — попеременно светлые и чёр-

ные. 

Пользоваться этим примитивным «дальномером» для оценки расстояния до отдаленного 

предмета можно только в тех случаях, когда размеры этого предмета вам известны. 

Предположим, вы видите вдали человека и ставите себе задачу — определить расстояние 

до него. Здесь спичка-дальномер может вас выручить. Держа её в вытянутой руке и глядя од-

ним глазом, вы приводите её свободный конец в совпадение с верхней частью отдаленной фи-

гуры. Затем медленно продвигая по спичке ноготь большого пальца, вы останавливаете его у 

той её точки, которая проектируется на основании человеческой фигуры. Вам остается теперь 

узнать, у кого деления остановился ноготь, и тогда все данные для решения задачи у вас нали-

цо. 

Легко убедиться в правильности пропорции: 

 

искомое расстояние

расст.  от глаза до спички 
 = 

средн.  рост человека

измер.  часть спички
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Например, если расстояние до спички — 60 см, рост человека — 1,7 м, измеренная часть 

спички — 12 мм., то определяемое расстояние равно 

60 ▪ 
1700

12
 = 85 метров 

Чтобы приобрести некоторый навык в обращении с этим дальномером, измерьте рост ко-

го-либо из ваших одноклассников и, попросив его отойти на некоторое расстояние, попытай-

тесь определить, на сколько шагов от вас он отошёл. 

Список использованной литературы 

1. Высоцкий, И. Р. Дидактические материалы по теории вероятностей. — М. : МЦНМО, 

2018. — 224 с. 

2. Липсиц, И. В. Экономика. Базовый курс: Учебник для 10, 11 классов общеобразова-

тельных учреждений. — М. : Вита-Пресс, 2004. — 352 с. 

3. Лысенко, Ф. Ф. и др. Математика. ЕГЭ. Задача с экономическим содержанием: учеб-

но-методическое пособие. — Ростов н/Д : Легион, 2016. — 96 с. 

4. Перельман, Я. И. Занимательная геометрия на вольном воздухе и дома. Учебное посо-

бие. — М. : РИМИС, 2010. — 320 с. 

5. Петрова, И. Н. Проценты на все случаи жизни. Учебное пособие для учащихся, абиту-

риентов и учителей. — Челябинск. Южно-Уральск, 1996. — 127 с. 

6. Поцелуев, К. А. Математика профиль. Подробный разбор задач к экзамену. — М. : 

Перо, 2019. — 184 с. 

7. Прокопьев А. А., Кожухов И. Б. Математика. Готовимся без репетитора. Задачи и ре-

шения. — М. : Махаон, 2006. — 304 с. 

8. Прокопьев, А. А. Математика. Социально-экономические задачи: учебно-

методическое пособие. — Ростов-на-Дону, Легион, 2018. — 160 с. 

9. Сканави, М. И. и др. Сборник конкурсных задач по математике для поступающих во 

втузы. Учебное пособие. — М. : Высшая школа, 1978. — 519 с. 

10. Семенов, А. В. Государственная итоговая аттестация выпускников. Математика. 

Учебное пособие. — М. : Интеллект-Центр, 2020. — 112 с. 

11. Симонов, А. П. Экономика на уроках математики. — М. : Школа-Пресс, 1997. —

 157 с.  

12. Смирнова, Е. С. Планиметрия: виды задач и методы их решений: Элективный курс 

для учащихся 9–11 классов. — М. : МЦНМО, 2016. — 416 с. 

13. Шарыгин, И. Ф. Математика для старших классов. — М. : Дрофа, 1995. — 496 с. 

14. https://infourok.ru/sbornik_zadach_prikladnaya_geometriya-184356.htm 

15. https://4ege.ru/matematika/56745-50-ekonomicheskih-zadach.html 

16. http://rudocs.exdat.com/docs/index-100680.html



47 

РАБОЧАЯ ПРОГРАММА ЭЛЕКТИВНОГО КУРСА ПО МАТЕМАТИКЕ ДЛЯ 10–11 

КЛАССОВ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ НАПРАВЛЕННОСТИ «МАТЕМАТИКА В ФИЗИКЕ» 

 

Разработчики: Адушкина Вера Ивановна, учитель математики МАОУ Гимназия № 11 

"Гармония", Исаева Ирина Федоровна, учитель математики МАОУ "Гимназия № 12", Портня-

гина Наталья Владимировна, учитель математики МАОУ СОШ № 211 им. Л. И. Сидоренко 

Пояснительная записка 

Рабочая программа элективного курса «Математика в физике» для 10–11 классов состав-

лена на основе ФГОС СОО, обеспечивает достижение планируемых результатов освоения ООП 

СОО 

Направление внеурочной деятельности: общеинтеллектуальное 

Количество часов в неделю: 1 (общее количество часов 36) 

Актуальность: в современных УМК существует проблема дефицита практико-

ориентированных заданий, связанных с применением конкретных математических знаний в 

смежных дисциплинах, в том числе физике. Данный курс способствует решению заявленной 

проблемы и формированию умений перевода физической задачи на математический язык, вы-

бора метода исследования и решения. 

Цель курса: создание условий для формирования (совершенствования) математической 

функциональной грамотности обучающихся - способности формулировать, применять и интер-

претировать математику в различных контекстах. 

Задачи курса: 

1. Познакомить учащихся с путями и методами применения математических знаний на 

практике. 

2. Формировать представление о практическом применении знаний по математике в физи-

ке. 

3. Формировать интерес у учащихся к современной технике и производству. 

Планируемые результаты освоения курса  

в контексте формирования функциональной грамотности 

Составляющие  

математической  

грамотности 

Результаты освоения курса 

Распознавать проблемы, 

возникающие в окружающей 

действительности, которые 

могут быть решены сред-

ствами математики 

Личностные: 

 мировоззрение, соответствующее современному уровню науки; 

 готовность и способность к образованию, в том числе самообразова-

нию. 

Познавательные: 

 выходить за рамки учебного предмета и осуществлять целенаправ-
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Составляющие  

математической  

грамотности 

Результаты освоения курса 

ленный поиск возможностей для широкого переноса средств и способов 

действия; 

 находить и приводить критические аргументы в отношении дей-

ствий и суждений другого; спокойно и разумно относиться к критиче-

ским замечаниям в отношении собственного суждения, рассматривать их 

как ресурс собственного развития; 

Формулировать эти пробле-

мы на языке математики 

Личностные 

 сознательное отношение к непрерывному образованию как условию 

успешной профессиональной и общественной деятельности. 

Регулятивные:  

 ставить и формулировать собственные задачи в образовательной дея-

тельности и жизненных ситуациях; 

Решать эти проблемы, ис-

пользуя математические 

знания и методы; 

Личностные 

 развитие интереса к математическому творчеству и математических 

способностей. 

Познавательные: 

 искать и находить обобщенные способы решения задач, в том числе, 

осуществлять развернутый информационный поиск и ставить на его ос-

нове новые (учебные и познавательные) задачи. 

Анализировать использо-

ванные методы решения 

Личностные: 

 формирование качеств мышления, необходимых для адаптации в со-

временном информационном обществе; 

 формирование у учащихся интеллектуальной честности и объектив-

ности, способности к преодолению мыслительных стереотипов, вытека-

ющих из обыденного опыта. 

Формулировать и записы-

вать окончательные резуль-

таты решения поставленной 

проблемы. 

Личностные: 

 развитие логического и критического мышления, культуры речи, 

способности к умственному эксперименту; 

 формирование у учащихся интеллектуальной честности и объектив-

ности, способности к преодолению мыслительных стереотипов, вытека-

ющих из обыденногоопыта; 

Интерпретировать получен-

ные результаты с учетом 

поставленной проблемы 

Регулятивные:  

 самостоятельно определять цели, задавать параметры и критерии, по 

которым можно определить, что цель достигнута; 

 сопоставлять полученный результат деятельности с поставленной за-

ранее целью. 
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Кроме вышеперечисленных, на занятиях будут формироваться и коммуникативные уни-

версальные учебные действия: 

Выпускник научится: 

 при осуществлении групповой работы быть как руководителем, так и членом команды 

в разных ролях (генератор идей, критик, исполнитель, выступающий, эксперт и т. д.); 

 координировать и выполнять работу в условиях реального, виртуального и комбини-

рованного взаимодействия; 

 развернуто, логично и точно излагать свою точку зрения с использованием адекват-

ных (устных и письменных) языковых средств; 

Помимо прочего, курс способствует углублению предметных результатов, формируемых 

в процессе изучения математики и физики, для успешного продолжения образования по специ-

альностям, связанным с прикладным использованием математики. 

Выпускник научится:  

Уравнения и неравенства 

 владеть методами решения уравнений, неравенств и их систем, уметь выбирать метод 

решения и обосновывать свой выбор; 

 решать алгебраические уравнения и неравенства и их системы с параметрами алгеб-

раическим и графическим методами; 

 свободно использовать тождественные преобразования при решении уравнений и си-

стем уравнений. 

В повседневной жизни и при изучении других предметов: 

 составлять и решать уравнения, неравенства, их системы при решении физических за-

дач; 

 выполнять оценку правдоподобия результатов, получаемых при решении различных 

уравнений, неравенств и их систем; 

 составлять уравнение, неравенство или их систему, описывающие реальную ситуацию 

или прикладную задачу, интерпретировать полученные результаты. 

Функции 

 Владеть понятиями: зависимость величин, функция, аргумент и значение функции, 

область определения и множество значений функции, график зависимости, график функции, 

нули функции, промежутки знакопостоянства, возрастание на числовом промежутке, убывание 

на числовом промежутке, наибольшее и наименьшее значение функции на числовом промежут-

ке, уметь применять эти понятия при решении задач; 

 владеть понятием степенная функция; строить ее график и уметь применять свойства 

степенной функции при решении задач; 
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 владеть понятиями показательная функция, экспонента; строить их графики и уметь 

применять свойства показательной функции при решении задач; 

 владеть понятием логарифмическая функция; строить ее график и уметь применять 

свойства логарифмической функции при решении задач; 

В повседневной жизни и при изучении других учебных предметов: 

 определять по графикам и использовать для решения прикладных задач свойства ре-

альных процессов и зависимостей (наибольшие и наименьшие значения, промежутки возраста-

ния и убывания функции, промежутки знакопостоянства, асимптоты, точки перегиба, период); 

 интерпретировать свойства в контексте конкретной практической ситуации, опреде-

лять по графикам простейшие характеристики периодических процессов. 

Элементы математического анализа 

 вычислять производные элементарных функций и их комбинаций;  

 владеть понятиями первообразная функция, определенный интеграл;  

 применять теорему Ньютона–Лейбница и ее следствия для решения задач. 

В повседневной жизни и при изучении других учебных предметов: 

 решать прикладные задачи из физики, связанные с исследованием характеристик про-

цессов; 

 интерпретировать полученные результаты. 

Содержание курса внеурочной деятельности 

Для работы с обучающимися безусловно применимы такие формы работы, как лекция и 

групповая форма обучения. Используются также дискуссии, проекты по темам, содержащих 

отчет о выполнении индивидуального или группового домашнего задания. 

Виды деятельности: решение задач, составление задач, поиск способа решения, работа с 

дополнительной литературой, дискуссии, конструирование, моделирование. 

Тематическое планирование 

№ Тема занятия 
Количество 

часов 

1 Задачи, решаемые с помощью теоремы Пифагора. 4 

2 Задачи, решаемые с помощью метода координат. 4 

3 Задачи на прямо и обратно пропорциональные зависимости 4 

4 Задачи на наименьшие и наибольшие значения 5 

5 Задачи с тригонометрией. 5 

6 Задачи с производной. 7 

7 Задачи с логарифмами 5 

8 Метод решение годографом скорости или «Треугольником скоростей» 2 

Итого 36 
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Банк заданий 

Задачи, решаемые с помощью теоремы Пифагора. 

Задача 1. С аэродрома вылетели одновременно два самолёта: один — на запад, другой — 

на юг. Через два часа расстояние между ними было 2 000 км. Найдите скорости самолётов, если 

скорость одного составляла 75 % скорости другого. 

Решение:  

По теореме Пифагора: 

4x
2
+(0,75x*2)

2
=2000

2
 

6,25x
2
=2000

2
 

2,5x=2000 

x=800 

0,75x=0,75*800=600. 

Ответ: 800 км/ч.; 600 км/ч 

 

Задача 2. Снаряд, выпущенный вертикально вверх, разорвался в верхней точке траектории. 

Первый осколок массой 1 кг приобрел скорость 400 м/с, направленную горизонтально. Второй 

осколок массой 1,5 кг полетел вверх со скоростью 200 м/с. Какова скорость третьего осколка, 

если его масса равна 2 кг? 

Решение. Взрывающийся снаряд можно считать замкнутой системой, потому, что сила 

тяжести намного меньше, чем сила давления пороховых газов, разрывающих снаряд на оскол-

ки. Значит, можно использовать закон сохранения импульса. Поскольку разрыв снаряда про-

изошел в верхней точке траектории, векторная сумма импульсов всех осколков должна быть 

равна нулю. Следовательно, векторы импульсов осколков образуют треугольник; этот тре-

угольник прямоугольный, а искомый вектор — его гипотенуза. 

 

Ответ: 250 м/с. 

Задача 3. (Относительность движения) Теплоход движется по озеру параллельно берегу 

со скоростью v1 = 25 км/ч. От берега отходит катер со скоростью v2 = 40 км/ч. Через какое 

наименьшее время катер сможет догнать теплоход, если в начальный момент теплоход и катер 

находились на одной нормали к берегу и расстояние между ними было S = 1 км? 
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Решение: t — искомое наименьшее время. Катер может 

двигаться по самым разным траекториям, но для того, чтобы 

догнать теплоход за наименьшее время с максимальной скоростью, 

катеру нужно плыть по прямой в некоторую точку, в которую 

теплоход приплывет одновременно с прибытием туда катера. В 

таком случае, траектории теплохода и катера образуют 

прямоугольный треугольник вместе с отрезком, соединяющим их положения в начальный 

момент времени. Расстояния, пройденные соответственно теплоходом и катером до момента 

встречи: 

 

Далее воспользуемся теоремой Пифагора: 

 

Переводим в СИ и подставляем значения 

 

Ответ:115 секунд 

Задача 4. Шарик радиусом r катится соскоростью υ0 по 

двум рельсам, расположенным на расстоянии 2а друг от друга. 

Определите скорости точек А и В относительно рельсов (рис. а) 

Решение: Мгновенная ось вращения Омгн в данном случае 

показана на рисунке б. Угловая скорость поворота шарика 

относительно этой оси 

ω= υ0/OM, 

где  Отсюда  

следовательно,  
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Задачи, решаемые с помощью метода координат 

Задача 1. Положительныйзаряд  нКл расположен в некоторой точке плоскости 

. При этом в точке    с координатами (2; -3) напряженность электрического по-

ля  В/м, а в точке    с координатами (-3; 2) –  В/м. Найти координаты точ-

ки , где расположен заряд. 

Решение: Запишем напряженность поля в обеих точках: 

   

   

Примем обозначения  и  для координат точки C, где расположен заряд. Расстояние от 

точки  до заряда тогда равно: 

   

Расстояние от точки  до заряда: 

   

Напряженность поля в точке : 

   

   

Напряженность поля в точке : 

   

   

Имеем систему: 

   

   

   

Вычтем из одного уравнения другое: 
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Или 

   

Можно выразить   и подставить в исходное уравнение: 

   

   

,   

Тогда: ,  . 

Ответ: или точка с координатами (2; 3), или с координатами (-4; -3). 

Задача 2. Два бруска, массы которых равны    и   , связаны нитью и 

лежат на гладком столе. К одному из брусков приложена сила , направленная параллельно 

плоскости стола. При каком максимальном значении силы  нить оборвется, если сила будет 

приложена: а) к бруску массой ; б) к бруску массой ? Нить выдерживает максимальную 

силу натяжения . Трением пренебречь. 

Анализ условия: 

 в задаче описаны два связанных груза; 

 решим задачу для случая а. Тогда на первый брусок действует сила тяжести  , сила 

реакции опоры  , сила натяжения нити   и сила  . На второй брусок действует сила 

тяжести  , сила реакции опоры   и сила натяжения нити  . Обозначим силы на рис.  1. 

 

Рис. 1. 

Решение задачи для случая а:  

 по третьему закону Ньютона  ; 

 грузы жестко связаны нерастяжимой нитью, значит, они оба движутся с одинаковым 

ускорением. Будем применять второй закон Ньютона; 

 нам нужно решить задачу для случая, когда нить вот-вот разорвется, поэтому при 

вычислениях подставим значение  . 

Решение. Выберем систему координат  в проекции на вертикальную ось 

координат мы получим для каждого бруска, что, нас в данной задаче это не интересует. Поэтому 



55 

нам будет достаточно одной оси, направим ее вдоль действия силы  (рис.2). 

 

Рис. 2. Направление оси х 

Применим второй закон Ньютона для каждого тела: 

 

 

Запишем в проекции на ось x. Сразу подставим значения сил  и   и получим 

систему уравнений:  

 

Остается решить систему и найти  . 

Математическая часть решения задачи 

 

Выразим из второго уравнения ускорение  :   . 

Подставим в первое и выразим   :   . 

 

Вычислим:    

Получим конечную формулу   и ответ 16,3 Н.  

При ответе на вопрос  б  задача будет решаться точно также, только бруски 1 и 2 

поменяются местами. Подставив в конечной формуле      вместо    и, наоборот, получим: 

 

 

Задачи на прямую и обратную пропорциональность 

I. Прямо пропорциональная зависимость 

(y = kx, где k = const) 

В качестве геометрической модели в этом случае можно использовать ряд подобных тре-

угольников и пропорциональных отрезков: 
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 и т. п. 

, или    и т. п. 

Задача 1. Поезд проехал с постоянной скоростью мимо светофора за t = 5 с, а мимо плат-

формы длиной L = 150 м за T = 15 с. Каковы длина поезда l и его скорость ? 

Решение: 1-й способ (подобие треугольников): 

 

2-й способ (пропорциональность отрезков): 

 

Задача 2. Нагревательный элемент электрического чайника имеет две секции. При вклю-

чении первой секции вода в чайнике закипает за t1 = 10 мин, а при включении второй секции — 

за t2 = 40 мин. Через какое время закипит вода, если обе секции включить последовательно? па-

раллельно? 

Решение: где  — коэффициент пропорциональности. 

  R2 = 4R1. 

При последовательном соединении 

   t1' – 10 = 40 (мин); t1' = 50 мин. 

При параллельном соединении 

  t2' = 8 мин. 

Задача 3. Когда груз, совершавший колебания на вертикальной пружине, имел массу m1, 

период его колебаний был равен T1 = 4 с, а когда его масса стала равной m2, период увеличился 

до T2 = 5 с. Каким будет период T, если масса груза будет равна m = m1 + m2? Массы m1 и 

m2 неизвестны. 
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Решение:   где  – коэффициент пропорциональности. 

 

 

II. Обратно пропорциональная зависимость 

(y = , или x • y = k, где k = const) 

Графиком обратной пропорциональности является гипербола. Из равенства xy = k имеем 

x1y1 = x2y2 = xnyn, а геометрически – ряд равновеликих прямоугольников. 

 

Если x1y1 = x2 y2, то (x2 – x1)y2 = x1(y1 – y2) (заштрихована общая часть двух площадей S, 

при этом S1 = S2). 

Задача 4. Самолёт пролетел расстояние между двумя городами при попутном ветре за 

t1 = 5 ч 30 мин, а при встречном ветре за t2 = 6 ч. Определите расстояние L между городами, ес-

ли скорость ветра u = 10 км/ч. 

Решение: Если  – скорость самолёта, то: 

0,5(  – 10) = 5,5 • 20;  – 10 = 11 • 20;  = 230; L = 6 • (230 – 10) = 1320 (км). 
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Задача 5. За одинаковое время один математический маятник делает N1=50 колебаний, а 

второй N2=25 колебаний. Найдите их длины l1 и l2, если один короче второго на l = 33 см. 

 

Решение:  

 

Видно, что квадрат числа колебаний обратно пропорционален длине маятника. 

(502 – 252) • l1 = 252 • 0,33; 75 • 25 • l1 = 252 • 0,33; l1 =   = 0,11 (м). 

Аналогично находим l2 = 0,44 м. 

Задачи на наименьшие и наибольшие значения 

Рассмотрим несколько математических теорем и примеры их использования при решении 

задач по физике. 

Теорема 1. Произведение двух положительных сомножителей, сумма которых постоян-

на, имеет наибольшее значение при равенстве сомножителей. 

Теорема 2. Сумма двух положительных слагаемых, произведение которых постоянно, 

имеет наименьшее значение при равенстве слагаемых. 

Обе теоремы рассматриваются в виде задач (иногда доказываются) при изучении произ-

водной в старших классах.  

Задача 1. Два точечных электрических заряда q1 = 4 мкКл и q2 = 10 мкКл находятся на 

расстоянии r. Как перераспределить заряды, чтобы сила взаимодействия между ними была 

наибольшей? 

Решение: F = k ; q1 + q2 = 14 мкКл = const. 

Fmax будет при равенстве зарядов, следовательно, нужно от заряда q2 отнять 3 мкКл и пе-

редать заряду q1. 

Задача 2. При каком значении силы тока мощность на внешнем участке цепи будет 

наибольшей при известных значениях ЭДС и внутреннего сопротивления источника тока? 

Решение: 1-й способ:       (1) 
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Сумма сомножителей   — величина постоянная, следовательно, по 

теореме 1, наибольшая мощность достигается при равенстве сомножителей: 

 При этом  

2-й способ: определение координат вершины параболы p(I), задаваемой формулой (1). 

I0 =  

Задача 3. Тело, двигаясь равномерно и прямолинейно со скоростью , проходит путь 

s = 3,2 км, после чего движется равно замедленно с ускорением a = 2 м/с. При каком значении 

скорости  будет затрачено минимальное время на прохождение всего пути до полной останов-

ки тела? 

Решение: 1-й способ: t = t1 + t2 = . 

Произведение  = const, поэтому tmin достигается при , т.е. при  =   (по 

теореме 2). Подставим числовые значения: tmin при  =  = 80 (м/с). 

При  = 80 м/с 

tmin =  = 40 + 40 = 80 (с). 

2-й способ: воспользуемся неравенством   , где  

Тогда  . 

 2 – 160  + 6400  0. 

(  – 80)
2
  0; tmin – при  = 80 м/с. 

Задачи, связанные с тригонометрией 

Задача 1. С какой скоростью υ1 должна лететь пуля, чтобы после абсолютно неупругого 

удара она отклонила шар, подвешенный на нити, на угол α? Масса пули m1, масса шара m2, 

длина нити угол отклонения α. 

Решение: Закон сохранения импульса для пули и шара в проекциях m1 υ1= (m1 + m2)υ где 

υ – скорость пули и шара после удара, 𝜐 =
𝑚𝜐1

(𝑚1+𝑚2)
 (1) 

Закон сохранения энергии для пули и шара, отклонившихся на угол α после удара, где h 

— высота подъема пули и шара после удара 
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(𝑚1+𝑚2)𝜐2

2
= (𝑚1 + 𝑚2)𝑔ℎ, h = l – lcosα = l (1-cosα) υ

2
=2gl(1-cosα) подставляя формулу (1) 

получаем 𝜐1 =
𝑚1+𝑚2

𝑚1
√2𝑔𝑙(1 − cos 𝛼), используя sin

𝛼

2
= √

1−cos 𝛼

2
, получаем 

𝜐1 = 2
𝑚1+𝑚2

𝑚1
√𝑔𝑙х sin

𝛼

2
 

Задача 2. Троллейбус массой 12 т движется равномерно под гору с уклоном 0,05 рад при 

силе тяги 4 кН. Определить силу сопротивления движению. 

 

 

 

 

Ответ:  . 

Задача 3. Самолет поднимается с аэродрома под углом   к горизонту со скоро-

стью   км/ч. Найти вертикальную и горизонтальную составляющие скорости. Какой 

высоты достигнет самолет за   с подъема? Как изменится скорость самолета при встреч-

ном ветре 20 м/с? 

Решение: Сначала найдем вертикальную и горизонтальную составляющие скорости са-

молета: 

   

   

Самолет поднимется на 20,5 м за 1 секунду. Теперь определим, как изменится скорость 

самолета со встречным ветром. Ветер, очевидно, уменьшит горизонтальную составляющую: 

   

Скорость самолета при встречном ветре найдем, воспользовавшись теоремой Пифагора: 

   

Получается, что скорость самолета упала почти на 20 м/с. Вылет, скорее всего, отменят. 
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Ответ: самолет поднимется на 20,5 м за 1 секунду. При встречном ветре скорость самолета 

станет равна 41,7 м/с. 

Задачи, связанные с применением производной 

Кинематика. Закон сохранения энергии.  

Задача 1. Движение материальной точки описывается уравнениями: x = 

10 cos 3t, y =10 sin 3t. [x] = см, [y] = см, [ ] = c
–1

. Определите скорость, ускорение и траекторию 

точки. 

Решение:  Скорость: 
2
 = x

2
 + y

2
. Используя механический смысл производной, после 

преобразований получаем  = 30 см/с. 

– Ускорение: a
2 
= ax

2
 + ay

2
. Используя механический смысл производной, после 

преобразований получаем a = 90 см/с
2
. 

– Траектория: уравнение траектории движущейся точки определяется зависимостью: y = 

f(x), т.е. позволяет исключить переменную t.  

Целесообразнообечастиисходныхуравненийдвиженияматериальнойточкивозвести в 

квадрат, а затем сложить. Используя основное тригонометрическое 

тождество 

cos
2

 +sin
2

 = 1, после преобразований получаем 

x
2 
+ y

2 
= 100, что соответствует уравнению окружности радиусом 

10 см с центром в точке с координатами (0; 0). 

Задача 2. Небольшое тело соскальзывает без начальной скорости с вершины гладкой 

горки высотой H, имеющей горизонтальный трамплин высотой h. При какой высоте h тело 

пролетит наибольшее расстояние s по горизонтали? Чему равно это расстояние? 

Решение: Связываем нулевой уровень с поверхностью Земли, используем закон 

сохранения механической энергии: mgH = mgh + m
2
/2. С момента отрыва тела от трамплина 

используем кинематические уравнения движения тела, брошенного горизонтально: 

h = gt
2
/2 — по вертикали; 

 = s/t — по горизонтали, т. к. gx = 0. 

Время падения по вертикали совпадает со временем движения тела по горизонтали. В 

итоге получаем выражение для скорости в момент отрыва тела от трамплина:  — 

которое подставляем в выражение для закона сохранения энергии. После преобразования 

получаем зависимость   

Далееи сследуем полученную зависимость, находим производную по переменной h и 

приравниваем её к нулю (s'h = 0): 
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т. е. расстояние s будет наибольшим при h = H/2, когда производная обращается в нуль:  

4H – 8h = 0. 

Подставляя полученное выражение для высоты трамплина h = H/2 в формулу для s, 

получаем s = H. 

Импульс 

Задача 3. Движение материальной точки в единицах СИ описывается уравнением x = 5 – 

8t + 4t
2
. Приняв массу точки равной 2 кг, найдите её импульс через 2 с и через 4 с от начала 

отсчёта времени, а также силу, вызвавшую это изменение импульса. 

Решение: Уравнение скорости с учётом механического смысла производной имеет вид:  

 = –8 + 8t. Тогда импульс через 2 с от начала отсчёта времени: p2 = 16 кг · м/с, а импульс 

через 4 с: p4 = 48 кг · м/с. Сила, которая вызывает это изменение импульса, определяется с 

учётом второго закона Ньютона в импульсной форме: F = (p4 – p2)/ t, где t = 2 с. Численно 

получаем: F = 16 Н. 

 

Механические колебания 

Задача 4 .Материальная точка массой m движется вдоль оси X по закону x = A sin t, 

где A,  — некоторые постоянные, t — время. Определите модуль изменения импульса 

материальнойточки с момента времени t = t1 до момента времени t = t2. 

Решение: По механическому смыслу производной, скорость определяется 

выражением:  =A cos t. Тогда модуль изменения импульса определяется выражением: 

p = mA |cos t2 – cos t1|. 

 

Задача 5 [ЕГЭ]. Тело, подвешенное на пружине, совершает свободные гармонические 

колебания частотой . С какой частотой происходит изменение кинетической энергии тела? 

Решение: Пусть координата тела изменяется по закону x = x0sin t. Используя 

механический смысл производной, находим закон изменения скорости:  = x' = x0cos t. Тогда 

кинетическая энергия тела  Wk = m
2
/2 = (mx0

2 2
cos

2
t)/2. С учётом тригонометрического 

тождества 

cos
2

t = (1 ++ cos2 t)/2, получаем: 

Wk = mx0
2 2

(1 + cos2 t)/4, следовательно, изменение кинетической 

энергии колеблющегося тела происходит с частотой 2 . 

Задача 6. Брусок подвешен за края к потолкуна двух одинаковых 

пружинах жёсткостью k каждая и притянут к полу пружиной жёсткостью 2k. 
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Масса бруска m. Определите период колебаний бруска. 

Решение: Важно отметить, что сила тяжести, действующая на брусок, постоянна, поэтому 

на период колебаний не влияет. Для доказательства рассмотрим груз, подвешенный на 

вертикальной пружине. В положении равновесия справедливо равенство: mg = kx0. В процессе 

колебаний, для произвольного момента времени (например, при дополнительном растяжении на 

величину x) второй закон Ньютона в скалярной форме имеет вид: 

 –k(x0 + x) + mg = mx". 

После преобразований получаем уравнение, в 

котором исключена сила тяжести: –kx = mx". Далее 

приходим к дифференциальному уравнению второго 

порядка, описывающему колебания пружинного маятника 

с вертикальной пружиной: 

 

Полученный результат показывает, что постоянная сила тяжести не влияет на период 

колебаний. 

С учётом закона сохранения механической энергии в любой момент времени  

Wk + Wупр = const, т. е. 

 

Далее находим производную от обеих частей: 

 

Задача 7. Проводящий контур площадью S = 400 см
2
, в который включён конденсатор 

ёмкостью C = 10 мкФ, расположен в однородном магнитном поле перпендикулярно линиям 

индукции. Магнитная индукция возрастает по закону B = (2 + 5t)10
–2

 Тл, где t – время в 

секундах. Определите энергию электрического поля конденсатора. Укажите, какая обкладка 

конденсатора заряжается положительно. 

Решение: Изменение магнитной индукции приводит к появлению в цепи электрического 

тока (между обкладками конденсатора — диэлектрик), конденсатор начнёт заряжаться, 

следовательно, между его обкладками возникнет электрическое поле энергией 

W = CU
2
/2 = Ci

2
/2, где Сi = –Фt' = –(BScos )t' – ЭДС, наводимая между обкладками 

конденсатора. Площадь контура постоянна,  = B^n = 0° (поусловию), cos 0° = 1, поэтому: 

Сi = –S · Bt' = –4 · 10
–2 

· 5 · 10
–2

 = –2 · 10
–3

 (В). Подставляя найденное значение в   выражение 

для энергии электрического поля заряженного конденсатора, получаем W = 20
 
· 10

–12
 Дж. 

Чтобы определить, какая из обкладок конденсатора зарядится положительно, используем 

правило Ленца: т. к., по условию задачи, величина магнитной индукции увеличивается, то 
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вектор магнитной индукции внешнего магнитного поля B направлен противоположно вектору 

магнитной индукции магнитного поля Bi наведённого в контуре тока. Зная направление Bi и 

правило правой руки (правого винта), определяем направление индукционного тока: против 

часовой стрелки. Поскольку за направление электрического тока принимают упорядоченное 

движение положительно заряженных частиц, то приходим к выводу, что нижняя обкладка 

конденсатора заряжается положительно. 

Задача 8. Рамка площадью S = 100 см
2
 расположена перпендикулярно однородному 

магнитному полю, индукция которого изменяется по закону B = ct
3
 – at

2
, где c = 1 Тл/с

2
, t – 

время в секундах, a = 3 Тл/с
3
. Сопротивление рамки R = 10

–2
 Ом. В какой момент времени 

индукционный ток максимален? Чему он равен? 

Решение: Найдём зависимость индукционного тока от времени: Ii = i/R, где i
 
= –Фt' = –

(BScos )t' = –SBt' = –S(ct
3
 – at

2
)t' = –S(3ct

2
 – 2at), т. е. Ii = –S(3ct

2
 – 2at)/R. Исследуем полученную 

зависимость, т. е. найдём производную и приравняем её к нулю: 

 

При  индукционный ток принимает максимальное 

значение:  

Находим числовые значения: t = 1 с, Iimax = 3 А. 

Задача 9. В цепи, представленной на рисунке, L1 = 0,02 Гн, L2 = 0,01 Гн. Силы токов 

изменяются во времени по законам: I1 = 0,2 + 10t, I2 = 0,1 + 10t. Найдите сопротивление R. 

Величины токов заданы в СИ. 

Решение: При параллельном соединении участков цепи: 

 

Следовательно:  

 

Геометрическая оптика 

Задача 10. На каком расстоянии dmin надо поместить предмет от 

собирающей линзы с фокусным расстоянием F, чтобы расстояние от 

предмета до его действительного изображения было наименьшим? 

Решение: Выполним рисунок. Используем формулу тонкой линзы 



65 

с учётом правила знаков:  из которой выразим расстояние от оптического центра 

собирающей линзы до предмета:  

Расстояние от предмета до его действительного изображения  Исследуем 

последнее выражение, для чего найдём производную от s по d и приравняем её к  нулю: 

 

Из равенства  d
2
 – 2dF = 0 следует  dmin = 2F. При этом значении d расстояние от предмета 

до его действительного изображения будет наименьшим: smin = 4 F. 

 

Задачи с логарифмами 

Задача 1. Через какое время в препарате полония 84Po21084Po210 распадается 75,0% 

имеющихся атомов, если непрерывно удалять радиоактивные продукты распада? 

Решение: По условию задачи имеем 

ΔN=ηN0. (1) 

Период полураспада T1/2 и постоянная распада λ связаны между собой 

соотношением вида 

 λ=ln2T1/2λ=ln2T1/2. (2) 

Применяя соотношение (2), запишем закон радиоактивного распада в виде 

 N=N0⋅2−tT1/2N=N0⋅2−tT1/2. (3) 

Учитывая, что ΔN=N0-N, поставим в (1) выражения (3) и (2).  

В результате получим следующее равенство 

η=1−2−tT1/2η=1−2−tT1/2. (4) 

Отсюда следует, что t=−T1/2ln2ln(1−η)t=−T1/2ln2ln(1−η). 

Табличные данные: T1/2=138 суток для радиоактивного вещества 84Po
210

. 

Расчет: 

 t=−1380,693ln0,25=276t=−1380,693ln0,25=276сут. 

 

Задача 2. Определите период полураспада радона, если за 1 сутки из 106 ядер распадается 
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175 000 штук. 

Решение: 
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РАБОЧАЯ ПРОГРАММА КУРСА ВНЕУРОЧНОЙ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ ДЛЯ  

10 СПЕЦИАЛИЗИРОВАННОГО КЛАССА ЕСТЕСТВЕННОНАУЧНОЙ  

НАПРАВЛЕННОСТИ «СЛОЖНЫЕ ЗАДАЧИ ПО ПЛАНИМЕТРИИ» 

 

Разработчики: Макарова Светлана Александровна, Попова Ольга Владимировна, 

Андрийчук Любовь Ивановна, учителя математики МАОУ "Вторая Новосибирская гимназия" 

Пояснительная записка 

Рабочая программа курса внеурочной деятельности «Сложные задачи по планиметрии» 

для среднего общего образования разработана на основе: 

• Федерального закона от 29.12.2012 г. № 273 ФЗ «Об образовании в Российской Феде-

рации» (с изменениями, внесенными в ФЗ от 04.06.2014 г № 145-ФЗ, от 06.04.2015 № 68-ФЗ 

(ред 19.12.2016)); 

• ФГОС СОО: приказ Минобрнауки России от 17 мая 2012 г. № 413 «Об утверждении 

федерального государственного образовательного стандарта среднего общего образования» (с 

изменениями от 29.12.2014 г № 1645, от 31.12.2015 г № 1578, от 29.06.2017 г № 613); 

• Приказа Министерства образования Новосибирской области от 14.05.2020 г № 1069 

«О специализированном классе ОО на территории Новосибирской области». 

Направление курса: общеинтеллектуальное 

Класс делится на две группы: химия и физика. Данный курс разработан для физиков. По-

этому в курс включены несложные задачи по физике, решаемые с помощью подобия треуголь-

ников. 

Учебный план на изучение курса внеурочной деятельности «Сложные задачи по плани-

метрии» в 10 классе средней школы отводится 1 час в неделю в течение всего первого полуго-

дия обучения, всего 10 часов за курс. 

Актуальность курса «Сложные задачи по планиметрии» определяется необходимостью 

поддержки в актуальном состоянии планиметрических знаний при изучении курса стереомет-

рии,  формирования у обучающихся способности применять математические знания при реше-

нии задач по физике, задач практического содержания, расширения знаний по планиметрии, 

путем знакомства с новыми теоремами, формирование умения узнавать в задачах теоремы, ко-

торые ранее использовались крайне редко, находить подходы к решению сложных задач. При 

решении задач предлагаемого курса учащиеся встретятся элементами исследования, новыми 

идеями и методами решения, что, несомненно, расширит их представление о применении мате-

матики в физике и обычной жизни и укрепит интерес к предмету. Процесс решения предлагае-

мых в курсе задач будет способствовать формированию у школьников умений и навыков уст-

ных и письменных вычислений, умения пользоваться справочной литературой, умения не толь-

ко решать, но и составлять задачи. 
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Цели:  

• систематизация имеющихся знаний по теме «Подобие треугольников», обеспечиваю-

щая формирование умений решения сложных планиметрических задач; 

• создание условий для формирования функциональной (математической) грамотности 

обучающихся - способности формулировать, применять и интерпретировать математику в раз-

личных контекстах. 

Задачи: 

• продемонстрировать метапредметную связь физики и математики; 

• формировать информационную и коммуникативную компетентность учащихся. 

• закрепить у учащихся знания, умения и навыки, входящие в обязательный минимум 

содержания общего образования по математике и физике;  

• воспитать мировоззрение и ряд личностных качеств средствами углубленного изуче-

ния математики; 

• развивать навыки самостоятельной и исследовательской деятельности, 

• развивать рефлексии учащихся (осознание своих склонностей и способностей) 

• развивать мотивацию учебной деятельности, стремление к саморазвитию; 

Планируемые результаты 

Личностные: 

• развитие логического и критического мышления, культуры речи, способности к ум-

ственному эксперименту; 

• формирование у учащихся интеллектуальной честности и объективности, способно-

сти к преодолению мыслительных стереотипов, вытекающих из обыденного опыта; 

• развитие интереса к математическому творчеству и математических способностей; 

• формирование качеств мышления, необходимых для адаптации в современном ин-

формационном обществе; 

• сопоставлять полученный результат деятельности с поставленной заранее целью. 

Метапредметные: 

регулятивные УУД 

• выбирать путь достижения цели, планировать решения поставленных задач; 

• организовывать эффективный поиск ресурсов, необходимых для достижения постав-

ленной цели; 

• сопоставлять полученный результат деятельности с поставленной ранее целью. 

познавательные УУД 

• искать и находить обобщенные способы решения задач; 

• критически оценивать и интерпретировать информацию с разных позиций; 
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• находить и приводить критические аргументы в отношении собственных суждений и 

суждений другого; 

• выходить за рамки предмета и осуществлять целенаправленный поиск возможностей 

для широкого переноса средств способов действий. 

Коммуникативные УУД 

• осуществлять деловую коммуникацию со сверстниками и со взрослыми; 

• при осуществлении групповой работы быть как руководителем, так и членом команды 

• координировать и выполнять работу в условиях реального, виртуального и комбини-

рованного взаимодействия; 

• развернуто, логично и точно излагать свою точку зрения. 

Тематическое планирование 

Кол-

во 

часов 

Темы Виды задач 
Вид 

деятельности 

Понятия  

в физике 

 Повторение 

1 Определение подо-

бия треугольников, 

признаки подобия 

Определение расстояния до 

недоступной точки (высота 

дерева, ширина реки и т. п.), 

геометрическая оптика 

Работа в группах Оптика, линза, фо-

кус, отражение, 

луч 

2 Свойства подобия Площади и объёмы подоб-

ных фигур 

Самостоятельный 

поиск новых знаний 

и их закрепление 

при решении задач 

 

 Основные ситуации 

1 Прямая, параллель-

ная стороне тре-

угольника. 

Диагонали трапе-

ции 

Нахождение элементов тре-

угольников и трапеций с ис-

пользованием признаков и 

определения подобных тре-

угольников 

Беседа, с дальней-

шем решением за-

дач 

 

2 Высота прямо-

угольного тре-

угольника 

Нахождение элементов пря-

моугольного треугольника 

Самостоятельное 

решение задач с 

проверкой решений 

соседом. 

 

3 Высоты треуголь-

ника, отрезок, со-

единяющий осно-

вания высот 

Нахождение элементов тре-

угольников с использовани-

ем признаков и определения 

подобных треугольников, 

вычисление коэффициента 

Устные обсуждения 

задач,  работа в па-

рах 
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Банк заданий  

Занятие 1. Определение подобия треугольников, признаки подобия 

№ 1. Ученик заметил, что палка 

длиной 1,2 м, поставленная вер-

тикально, отбрасывает тень дли-

ной 0,8 м. Длина тени от дерева в 

то же время оказалась ровно в 12 

раз больше длины палки. Какова 

высота дерева? 
 

№ 2. Луч света FD отражаясь от 

зеркала D попадает в глаз чело-

века B. Какие измерения  необ-

ходимо сделать чтобы найти вы-

соту дерева?  

№ 3. АВ это ширина реки. Нахо-

дим точку С на продолжении АВ 

с помощью прибора. Держим 

этот прибор так чтобы, смотря 

вдоль двух булавок, вы видели, 

как обе они покрывают точки В и 

А. Затем намечается прямая СD 

под прямым углом к СА, с помо-

 

подобия через косинус  угла 

данного треугольника 

4 Пересечение хорд Нахождение отрезков хорд Урок конференция  

5 Касательная и се-

кущая  

Нахождение отрезков секу-

щей и касательной 

Урок-консультация  

6 Две секущие  Нахождение отрезков секу-

щих  

Самостоятельный 

поиск новых знаний 

и их закрепление 

при решении задач 

 

7 Решение сложных 

задач 

ЕГЭ № 16 Выполнение прак-

тических заданий. 

 

8 Олимпиадные зада-

чи 

 Исследование   
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щью этого же прибора. На пря-

мой СD отмечают точки Е и F, 

так чтобы СЕ было в несколько 

раз больше ЕF. Затем с булавоч-

ным прибором намечают направ-

ление FG, перпендикулярное к 

FC. Теперь идя по прямой FG, 

отыскивают на этой прямой точ-

ку Н, из которой веха Е кажется 

покрывающей точку А. Получи-

лось, FH во столько раз меньше 

АС во сколько FE меньше ЕС. 

№ 4. Короткое плечо шлагбаума 

имеет длину 1 м, а длинное пле-

чо — 3 м. На какую высоту (в 

метрах) опустится конец корот-

кого плеча, когда конец длинного 

плеча поднимается на 1,8 м? 

 

№ 5. В комнате длиной L = 5 м и 

высотой H = 3 м на стене висит 

плоское зеркало. Человек смот-

рит в него, находясь на расстоя-

нии h = 1 м от стены, на которой 

оно висит. Какова должна быть 

наименьшая высота 𝑙 зеркала, 

чтобы человек мог видеть стену, 

находящуюся за его спиной, во 

всю высоту? 
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№ 6. Исследовать  зависимость  

характеристик линз: фокуса лин-

зы- F, расстояния от предмета до 

линзы-d и расстояния от линзы 

до изображения-f,  h- высота 

предмета,  H-высота изображе-

ния. 

 

№ 7. На каком расстоянии от со-

бирающей линзы с фокусным 

расстоянием 20см получится 

изображение предмета, если сам 

предмет находится от линзы на 

расстоянии 15 см? 

 

 

Занятие 2. Свойства подобия 

№ 1. Площадь полной поверхности конуса равна 12. Параллельно основанию конуса про-

ведено сечение, делящее высоту в отношении 1:1, считая от вершины конуса. Найдите площадь 

полной поверхности отсечённого конуса.  

№ 2. Площадь основания конуса равна 18. Плоскость, параллельная плоскости основания 

конуса, делит его высоту на отрезки длиной 3 и 6, считая от вершины. Найдите площадь сече-

ния конуса этой плоскостью. 

№ 3. В правильной четырёхугольной пирамиде все рёбра равны 1. Найдите площадь сече-

ния пирамиды плоскостью, проходящей через середины боковых рёбер. 

№ 4. Во сколько раз увеличится площадь поверхности пирамиды, если все ее ребра увели-

чить в 2 раза? 

№ 5. Объем конуса равен 16. Через середину высоты параллельно основанию конуса про-

ведено сечение, которое является основанием меньшего конуса с той же вершиной. Найдите 

объем меньшего конуса. 
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№ 6. В сосуде, имеющем форму конуса, уровень жидкости достигает 1/2   высоты. Объём 

жидкости равен 70 мл. Сколько миллилитров жидкости нужно долить, чтобы полностью напол-

нить сосуд? 

№ 7. Во сколько раз увеличится объем правильного тетраэдра, если все его ребра увели-

чить в два раза? 

 

Занятие 3. Прямая параллельная стороне треугольника. Диагонали трапеции 

№ 1. Площадь треугольника ABC равна 4, DE — средняя линия, параллельная стороне 

AB. Найдите площадь треугольника CDE.  

№ 2. В треугольнике ABC отрезок DE — средняя линия. Площадь треугольника CDE рав-

на 38. Найдите площадь треугольника ABC.  

№ 3. Площадь треугольника ABC равна 10, DE — средняя линия, параллельная стороне 

AB. Найдите площадь трапеции ABED. 

№ 4. Детская горка укреплена вертикальным столбом, расположенным посередине спуска. 

Найдите высоту l этого столба, если высота h горки равна 3 метрам. Ответ дайте в метрах.  

№ 5. Электрику ростом 1,8 метра нужно поменять лампочку, закреплённую на стене дома 

на высоте 4,2 м. Для этого у него есть лестница длиной 3 метра. На каком наибольшем расстоя-

нии от стены должен быть установлен нижний конец лестницы, чтобы с последней ступеньки 

электрик дотянулся до лампочки? Ответ запишите в метрах.  

 

 

 

    

 

 

Занятие 4. Высота прямоугольного треугольника 

№ 1. Гипотенуза прямоугольного треугольника поделена высотой, проведенной к ней, на 

отрезки 5 и 13 см. Найдите длину этой высоты. 

№ 2. Катеты прямоугольного треугольника равны 9 и 12 см. Найдите длину высоты, про-

веденной к гипотенузе. 
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№ 3. Катеты прямоугольного треугольника относятся как 3:7, а высота, опущенная на ги-

потенузу, равна 42. Найдите отрезки, на которые высота делит гипотенузу. 

№ 4. В прямоугольном треугольнике ABC из вершины B прямого угла опущена высота BD 

на гипотенузу AC. Известно, что AB =13, BD =12. Найдите площадь треугольника ABC. 

№5. В прямоугольном треугольнике ABC из вершины прямого угла C опущена высота CD. 

Проекция отрезка BD на катет BC равна l, а проекция отрезка AD на катет AC равна m. Найдите 

гипотенузу AB. 

№ 6. Высота прямоугольного треугольника, опущенная из вершины прямого угла, равна h, 

разность между проекциями катетов на гипотенузу равна l. Найдите площадь этого треугольни-

ка. 

№ 7. На высотах BB1 и CC1 треугольника ABC взяты точки B2 и C2 так, что ∠AB2C = 

∠AC2B = 90°.  Докажите, что AB2 = AC2 

 

Занятие 5. Высоты треугольника, отрезок, соединяющий основания высот 

№ 1. Отрезок, соединяющий основания высот, проведенных к сторонам АВ и АС остро-

угольного треугольника АВС с углом ∠A = α, равен l. Найдите ВС. 

№ 2. Отрезки, соединяющие основания высот остроугольного треугольника, равны 5, 12 и 

13. Найдите радиус описанной около треугольника окружности 

№ 3. В остроугольном треугольнике ABC проведены высоты AA1 и BB1. Докажите, что 

A1C·BC = B1C·AC 

№ 4. Сторона треугольника равна   ,   углы, прилежащие к ней, равны 75° и 60°.Найдите 

отрезок, соединяющий основания высот, проведённых из вершин этих углов. 

№ 5. В остроугольном треугольнике ABC проведены высоты AA1, BB1 и CC1. Докажите, 

что если A1B1 || AB  и  B1C1 || BC,  то  A1C1 || AC. 

№ 6. В треугольнике ABC известно, что  AB = c,  BC = a,  ∠B = 120°.  Найдите расстояние 

между основаниями высот, проведённых из вершин A и C. 

 

Занятие 6. Пересечение хорд 

№ 1. Диагонали AC и BD вписанного в окружность четырёхугольника ABCD взаимно 

перпендикулярны и пересекаются в точке M. Известно, что AM = 3, BM = 4 и CM = 6. Найдите 

CD. 

№ 2. В окружности с центром O проведены хорды AB и CD, пересекающиеся в точке M, 

причем AM = 4, MB = 1, CM = 2. Найдите угол OMC. 

Через точку P, лежащую на общей хорде AB двух пересекающихся окружностей, прове-

дены хорда KM первой окружности и х Дан угол с вершиной O и окружность, касающаяся его 

сторон в точках A и B. Из точки A параллельно OB проведён луч, пересекающий окружность в 
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точке C. Прямая OC пересекает окружность в точке E. Прямые AE и OB пересекаются в точ-

ке K. Докажите, что OK = KB. орда LN второй окружности. Докажите, что четырехуголь-

ник KLMN вписанный. 

№ 3. В окружности проведены три попарно пересекающиеся хорды. Каждая хорда разде-

лена точками пересечения на три равные части. Найдите радиус окружности, если одна из хорд 

равна a. 

№ 4. Дан угол с вершиной O и окружность, касающаяся его сторон в точках A и B. Из 

точки A параллельно OB проведён луч, пересекающий окружность в точке C. Пря-

мая OC пересекает окружность в точке E. Прямые AE и OB пересекаются в точке K. Докажите, 

что OK = KB. 

№ 5. Точка P удалена на расстояние, равное 7, от центра окружности, радиус которой ра-

вен 11. Через точку P проведена хорда, равная 18. Найдите отрезки, на которые делится хорда 

точкой P? 

 

Занятие 7. Касательная и секущая 

№ 1. Две окружности пересекаются в точках A и B. К этим окружностям проведена общая 

касательная, которая касается окружностей в точках C и D. Докажите, что прямая AB делит от-

резок CD пополам. 

№ 2. В квадрат ABCD со стороной a вписана окружность, которая касается стороны CD в 

точке E. Найдите хорду, соединяющую точки, в которых окружность пересекается с прямой AE 

№ 3. Из внешней точки проведены к окружности секущая, длина которой равна 12, и ка-

сательная, равная 
2
/3 внутреннего отрезка секущей. Найдите длину касательной. 

№ 4. Через точку M проведены две прямые. Одна из них касается некоторой окружности в 

точке A, а вторая пересекает эту окружность в точках B и C, причём BC = 7 и BM = 9. Найди-

те AM. 

№ 5. Из точки A, лежащей вне окружности, проведены к окружности касательная и секу-

щая. Расстояние от точки A до точки касания равно 16, а расстояние от точки A до одной из то-

чек пересечения секущей с окружностью равно 32. Найдите радиус окружности, если расстоя-

ние от её центра до секущей равно 5. 

№ 6. В равнобедренном треугольнике ABC проведены биссектрисы AD, BE, CF. 

Найдите BC, если известно, что  AB = AC = 1,  а вершина A лежит на окружности, проходящей 

через точки D, E и F. 
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Занятие 8. Две секущие. 

№ 1. Из точки А, лежащей вне окружности проведены лучи АС и АК, пресекающие 

окружность в точках В, С и М, К соответственно, начиная от точки А. Найти длину отрезка АС 

и ВС, если АМ = 3, МК = 5, АВ = 4. 

№ 2. Из точки А, лежащей вне окружности проведены лучи АС и АК, пресекающие 

окружность в точках В, С и М, К соответственно, начиная от точки А. Найти длину отрезка АМ 

и МК, если АВ = 4, ВС = 6, АК = 12. 

№ 3. Из точки А, лежащей вне окружности проведены лучи АС и АК, пресекающие 

окружность в точках В, С и М, К соответственно, начиная от точки А. Найти длину отрезка АВ 

и АС, если АМ = 2, АК = 6, длина отрезка АС на 4 больше длины отрезка АВ. 

№ 4. Из точки А, лежащей вне окружности проведены лучи АС и АК, пресекающие 

окружность в точках В, С и М, К соответственно, начиная от точки А. Найти длину отрезка АМ 

и АК, если АВ = 2, АС = 8, длина отрезка АМ на 6 меньше длины отрезка АК. 

№ 5. Из точки А, лежащей вне окружности проведены лучи АС и АК, пресекающие 

окружность в точках В, С и М, К соответственно, начиная от точки А. Найти длину отрезка АВ 

и ВС, если АМ = 4, АК = 6, АВ : ВС = 2 :4. 

№ 6. Из точки А, лежащей вне окружности проведены лучи АС и АК, пресекающие 

окружность в точках В, С и М, К соответственно, начиная от точки А. Найти длину отрезка АМ 

и АК, если АМ : АК = 3 : 5, АВ = 5, ВС = 7. 

№ 7. Из точки А, лежащей вне окружности проведены лучи АС и АК, пресекающие 

окружность в точках В, С и М, К соответственно, начиная от точки А. Найти длину отрезка АВ 

и АС, если АМ = 2, АК = 4, длина отрезка ВС на 6 больше длины отрезка АВ. 

№ 8. Из точки А, лежащей вне окружности проведены лучи АС и АК, пресекающие 

окружность в точках В, С и М, К соответственно, начиная от точки А. Найти длину отрезка АМ 

и МК, если АМ на 8 меньше длины отрезка МК и длина отрезка АВ = 3, АС = 8. 

№ 9. Окружность, построенная на медиане BM равнобедренного треугольника ABC как на 

диаметре, второй раз пересекает основание BC в точке K. 

а) Докажите, что отрезок BK втрое больше отрезка CK. 

б) Пусть указанная окружность пересекает сторону AB в точке N. Найдите AB, ес-

ли BK = 18 и BN = 17. 

№ 10. Окружность, построенная на медиане BM равнобедренного треугольника ABC как 

на диаметре, второй раз пересекает основание BC в точке K. 

а) Докажите, что отрезок BK втрое больше отрезка CK. 

б) Пусть указанная окружность пересекает сторону AB в точке N. Найдите AB, ес-

ли BK = 24 и BN = 23. 
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Занятие 9–12.  Решение задачи № 16 (ЕГЭ) 

№ 1. В остроугольном треугольнике ABC провели высоту BH, из точки H на сторо-

ны AB и BC опустили перпендикуляры HK и HM соответственно. 

а) Докажите, что треугольник MBK подобен треугольнику ABC. 

б) Найдите отношение площади треугольника MBK к площади четырёхугольника AKMC, 

если BH = 2, а радиус окружности, описанной около треугольника ABC равен 4  

№ 2. В треугольнике АВС проведены высоты АК и СМ. На них из точек М и К опущены 

перпендикуляры МЕ и КН соответственно  

а) Докажите, что прямые ЕН и АС параллельны; 

б) Найдите отношение ЕН : АС, если угол АВС равен 30°.  

№ 3. Диагональ AC прямоугольника ABCD с центром O образует со стороной AB угол 30°. 

Точка E лежит вне прямоугольника, причём ∠BEC = 120°. 

а) Докажите, что ∠CBE = ∠COE. 

б) Прямая OE пересекает сторону AD прямоугольника в точке K. Найдите EK, если из-

вестно, что BE = 40 и CE = 2 

№ 4. Диагональ AC разбивает трапецию ABCD с основанием AD и BC, из кото-

рых AD большее, на два подобных треугольника. 

а) Докажите, что ∠ABC = ∠ACD. 

б) Найдите отрезок, соединяющий середины оснований трапеции, если известно, 

что BC = 18, AD = 50 и 5

3
cos CAD

. 

 

№ 5. Дана трапеция ABCD с боковой стороной AB, которая перпендикулярна основаниям. 

Из точки А на сторону CD опущен перпендикуляр AH. На стороне AB взята точка E так, что 

прямые СЕ и СD перпендикулярны. 

а) Доказать, что прямые BH и ED параллельны. 

б) Найти отношение BH к ED, если 
0135CBD  

№ 6. В прямоугольном треугольнике АВС с прямым углом С точки М и N — середины ка-

тетов АС и ВС соответственно, СН — высота. 

а) Докажите, что прямые МН и NH перпендикулярны. 

б) Пусть Р — точка пересечения прямых АС и NH, а Q — точка пересечения пря-

мых BC и МН. Найдите площадь треугольника PQM, если АН = 4 и ВН = 2. 

№ 7. В прямоугольном треугольнике ABC точки M и N — середины гипотенузы AB и ка-

тета BC соответственно. Биссектриса угла BAC пересекает прямую MN в точке L. 

а) Докажите, что треугольники AML и BLC подобны. 
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б) Найдите отношение площадей этих треугольников, если 25

7
cos BAC

 

 

Занятия 13–16. Олимпиадные задачи 

 

 

 

Внутри треугольника ABC взята точка М, через кото-

рую проведена прямая, параллельная сторонам тре-

угольника. 

При этом площади трёх образовавшихся треугольников 

с вершиной М равны S1, S2, S3. Найдите площадь тре-

угольника ABC.  

Расстояния от точки пересечения диагоналей равнобо-

кой трапеции до середин её сторон равны 2 см, 1 см и 2 

см соответственно. Найдите радиус окружности, опи-

санной около трапеции. 
 

В трапеции ABCD с боковой стороной CD = 30 диаго-

нали пересекаются в точке E, а углы AED и BCD рав-

ны. Окружность радиуса 17, проходящая через точки C, 

D и E, пересекает основание AD в точке F и касается 

прямой BF. Найдите высоту трапеции и её основания. 
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Две окружности с центрами O и Q, пересекающиеся 

друг с другом в точках A и B, пересекают биссектрису 

угла OAQ в точках C и D соответственно. Отрезки AD 

и OQ пересекаются в точке E, причём площади тре-

угольников OAE и QAE равны 18 и 42 соответственно. 

Найдите площадь четырёхугольника OAQD и отноше-

ние BC : BD. 
 

В треугольнике ABC взяты точка N на стороне AB, а 

точка M — на стороне AC. Отрезки CN и BM пересе-

каются в точке O, AN : NB = 2 : 3, BO : OM = 5 : 2. 

Найдите CO : ON. 
 

Биссектриса угла A треугольника ABC пересекает сто-

рону BC в точке D. окружность радиуса 35, центр кото-

рой лежит на прямой BC, проходит через точки A и D. 

Известно, что AB2–AC2 = 216, а площадь треугольника 

ABC равна 90. Найдите радиус окружности, описанной 

около треугольника ABC. 

 

На сторонах АВ и АС треугольника ABC взяты, соот-

ветственно, точки М и N так, что ВМ = MN = NC. От-

резки ММ1 и NN1 — биссектрисы треугольника AMN. 

Докажите, что M1N1// ВС. 
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ПРОГРАММА ЭЛЕКТИВНОГО КУРСА  

"НЕСТАНДАРТНЫЕ ЗАДАЧИ ПО МАТЕМАТИКЕ" ДЛЯ 10  

СПЕЦИАЛИЗИРОВАННОГО КЛАССА МАТЕМАТИЧЕСКОЙ НАПРАВЛЕННОСТИ 

 

Разработчики: Михеев Юрий Викторович, доцент, к.п.н, доцент кафедры математиче-

ских наук ММФ и СУНЦ НГУ, Ню Владимир Владимирович к. ф-м н., доцент кафедры мате-

матических наук ММФ и СУНЦ НГУ, Трегуб Анжелика Андреевна, преподаватель кафедры 

математических наук ММФ и СУНЦ НГУ 

Направление внеурочной деятельности: общеинтеллектуальное 

Количество часов в неделю/общее количество часов: 2 часа в неделю/64 часа 

Актуальность:  

Элективный курс посвящен «нестандартным» задачам математики, отличающимся от 

стандартных задач школьных учебников и сборников задач как по формулировке, так и, что 

важнее, по идеям поиска решения. Большинство тем и задач, рассматриваемых в курсе, пришли 

из олимпиадной тематики, и полностью соответствуют ФГОС СОО.    

Элективный курс призван познакомить, с одной стороны, с формулировками задач, при-

шедшими из большой математики, а с другой стороны, с глубокими математическими идеями, 

которые приводят к неожиданным и красивым решениям. Поэтому основное содержание рас-

сматриваемых тем — это задачи и их решение. Там, где это необходимо, приводятся теоретиче-

ские сведения — основные определения и теоремы, необходимые для решения задач. Электив-

ный курс разбит на темы, названия которых в большинстве случаев отражают либо общность 

постановки задач, либо общность идеи решения, и следуют общепринятой в настоящее время 

систематизации олимпиадных задач.  

Цель курса:  

1. Показать разнообразие и единство математики, красоту математических идей.  

2. Продемонстрировать многообразие подходов к поиску решений математических за-

дач.  

3. Развивать логические способности.  

Задачи курса:  

1. Познакомить с классическими олимпиадными задачами и идеями их решений.   

2. Научить применять общую идею к решению конкретной задачи.  

3. Научить вести поиск нестандартных решений олимпиадных задач.   

 

Ожидаемые результаты освоения элективного курса «Нестандартные задачи по ма-

тематике»:  

Личностные:  
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 мировоззрение, соответствующее современному уровню развития науки, значимости 

науки, заинтересованность в научных знаниях об устройстве мира и общества;  

 готовность и способность к образованию, в том числе самообразованию, на протяже-

нии всей жизни. 

Метапредметные: 

1) Регулятивные УУД: 

Выпускник научится:  

 самостоятельно определять цели, задавать параметры и критерии, по которым можно 

определить, что цель достигнута; 

 ставить и формулировать собственные задачи в образовательной деятельности и жиз-

ненных ситуациях; 

 выбирать путь достижения цели, планировать решение поставленных задач, оптими-

зируя материальные и нематериальные затраты; 

 сопоставлять полученный результат деятельности с поставленной заранее целью. 

2) Познавательные УУД: 

Выпускник научится: 

 осуществлять развернутый информационный поиск и ставить на его основе новые 

(учебные и познавательные) задачи; 

 критически оценивать и интерпретировать информацию с разных позиций; 

 находить и приводить критические аргументы в отношении действий и суждений дру-

гого; спокойно и разумно относиться к критическим замечаниям в отношении собственного 

суждения, рассматривать их как ресурс собственного развития. 

3) Коммуникативные УУД: 

Выпускник научится: 

 координировать и выполнять работу в условиях реального, виртуального и комбини-

рованного взаимодействия; 

 развернуто, логично и точно излагать свою точку зрения с использованием адекват-

ных (устных и письменных) языковых средств. 

Предметные:  

Ученик научится:  

 искать и находить обобщенные способы решения задач, в том числе осуществлять 

развернутый информационный поиск и ставить на его основе новые задачи. 
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Содержание курса внеурочной деятельности с указанием форм организации и 

видов деятельности тематическое планирование: 

 

№ Тема 
Количество 

часов 

Формы организации и виды 

деятельности 

1 Задачи на четность, подсчет двумя способами. 2 часа Практикум по решению задач 

2 Делимость целых чисел. Свойства делимости. 2 часа Практикум по решению задач 

3 Составные и простые числа. Разложение на мно-

жители. Основная теорема арифметики. 

2 часа Семинар 

4 Задачи с целыми числами.  2 часа Лекция, семинар 

5 Сравнение по модулю. Свойства сравнений. 2 часа Лекция, практикум по реше-

нию задач 

6 Признаки делимости на 2, 3, 4, 5, 8, 9, 11, 7, 13. 2часа Практикум по решению задач 

7 Малая теорема Ферма. 2 часа Лекция 

8 Основные правила комбинаторики. Формулы для 

числа размещений, перестановок и сочетаний. 

4 часа Семинар 

9 Биномиальные тождества. Треугольник Паскаля.  2 часа Лекция, семинар 

10 Принцип Дирихле.  2 часа Практикум по решению задач 

11 Метод полной математической индукции.  2 часа Практикум по решению задач 

12 Игровые задачи.  Поиск стратегий в математиче-

ских играх. 

2 часа Семинар 

13 Точки и линии в треугольнике. 2 часа Семинар 

14 Свойства окружностей.  2 часа Лекция, семинар 

15 Вписанные и описанные четырехугольники. 4 часа Семинар 

16 Прямая Эйлера. 2 часа Семинар 

17 Шесть доказательств теоремы Штейнера - Лемуса. 2 часа Лекция 

18 Преобразования плоскости.  2 часа Лекция, семинар 

19 Задачи на построение. 4 часа  Практикум по решению задач 

20 Геометрические неравенства. 2 часа Практикум по решению задач 

21 Основы теории графов.   6 часа Лекция, семинар 

22 Задачи на взвешивания. 4 часа Практикум по решению задач 

23 Инвариант. Полуинвариант. 4 часа Лекция, практикум по реше-

нию задач 

24 Решение задач на раскраски, конструкции. 4 часа Практикум по решению задач 

Итого  64 часа 

1 полугодие — 30 часов,  

II полугодие — 34 часа.  
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Методические рекомендации  

Теоретическая часть элективного курса «Нестандартные задачи по математике» мини-

мальна. За исключением двух тем — сравнение по модулю и теории графов — все основные 

понятия и определения не выходят за рамки ФГОС СОО. Поэтому, основное содержание кур-

са — это задачи, раскрывающие тематическую направленность того или иного занятия. Новые 

понятия и основные положения приводятся и либо доказываются, либо формулируются в виде 

одной из задач. Ниже, по каждой теме, приводятся формулировки типовых задач, содержание и 

решение которых в полной мере раскрывают основные идеи поиска решения задач данного ви-

да. В каждом разделе к отдельным задачам приведены краткие решения или ответы. Основным 

источником задач являются задачи различных олимпиад, турниров и разделы новых задач в 

журналах Математика в школе и Квант. Сложность задач варьируется от задач повышенного 

уровня до задач регионального уровня Всероссийской олимпиады школьников. 

 

Банк задач.  

1. Задачи на четность, подсчет двумя способами.  

В начале занятия полезно составить табличку сложения и умножения для четных и нечет-

ных чисел: ч + ч = ч, ч + н = н, н + н = ч, ч ∙ ч = ч, ч ∙ н = ч, н ∙ н = н.  

1. Даны 6 чисел: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Разрешается к любым двум из них прибавлять по 1. 

Можно ли таким образом все числа сделать равными?   

2. На доске написано 11 целых чисел. Доказать, что из них можно стереть одно число 

так, что сумма оставшихся чисел будет четной.  

3. На столе стоят 19 перевернутых стаканов. Разрешается одновременно переворачивать 

любые 4 стакана. Можно ли добиться того, чтобы все стаканы стояли правильно?  

4. На доске написаны числа 1, 2, …, 101. Разрешается стереть любые два числа и напи-

сать их разность. Повторив эту операцию 100 раз, мы получим одно число. Может ли это число 

быть нулем?  

5. Можно ли в таблицу 5 5  записать числа 1, 2, . . . , 25 так, чтобы в каждой строке 

сумма некоторых из записанных чисел была равна сумме остальных чисел строки?  

6. В трех вершинах квадрата сидели кузнечики. Они стали играть в чехарду: один из 

кузнечиков прыгает в точку, симметричную относительно другого. Сможет ли хоть один кузне-

чик попасть в четвертую вершину квадрата?  

7. По кругу растут 30 кустов смородины. Количество ягод на соседних кустах отличает-

ся на 1. Могут ли на всех кустах расти 2006 ягод?  

Комментарии: 

Пример 1. Ответ: нельзя. Решение. Поскольку каждый раз прибавляем по единице к двум 

числам, то сумма чисел увеличивается на 2, и, следовательно, четность суммы всех чисел не 
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меняется. Изначально сумма чисел, равная 21, нечетна, а если все 6 чисел станут равными, то 

их сумма будет четной. Противоречие.  

 

2. Делимость целых чисел. Свойства делимости. Первые два свойства делимости не 

требует каких-то пояснений, а вот третье желательно доказать, особенно в части существования 

такого представления. При разборе решений задач желательно отмечать, какое из свойств де-

лимости применялось в данном случае.  

Свойства делимости.  

1. Если  кратно  и  кратно , то  кратно .  

2. Если каждое из чисел  кратно , то для любых целых чисел  

число  кратно .  

3. Для любых целых чисел  и  существует единственная пара чисел  и  таких, 

что  и . Число  называется неполным частным, а число  — остатком от 

деления  на .  

4. Если  и  при делении на  дают одинаковые остатки, то  делится на .  

5. Как изменятся частное и остаток, если делимое и делитель увеличить в три раза?  

6. Доказать, что ни при каких натуральных m  и n  число 10 1n   не делится на 10 1m  .  

7. Докажите, что число 𝑎𝑏 + 𝑏𝑎 делится на 11.  

8. Доказать, что число  делится на 7, 13, 37.  

9. Доказать, что для любого  число  делится на 6.  

10. Сколько существует натуральных чисел, которые ровно в 5 раз больше своего 

наименьшего делителя, отличного от 1?     

11. Докажите, что НОК( ) НОД( ) = .  

12. Может ли число, записанное при помощи 100 нулей, 100 единиц и 100 двоек быть 

точным квадратом?  

13. Пусть a  и b  - целые числа. Докажите, что если 
22 9 baba   делится на 11, то и 

22 ba   делится на 11. Ответ: abbababa 11)(9 222  .  

14. 56 65a b . Доказать, что a b  составное число.  

15. Докажите, что сумма n  последовательных нечетных натуральных чисел при 1n   яв-

ляется составным числом.  

Комментарии: 

Пример 7. Имеем  𝑎𝑏 + 𝑏𝑎 = 10𝑎 + 𝑏 + 10𝑏 + 𝑎 = 11𝑎 + 11𝑏 = 11(𝑎 + 𝑏).  

a b b c a c

1 2, , . . . , na a a b 1 2, , . . . , nx x x

1 1 2 2 . . . n nx a x a x a   b

a 0b  q r

a b q r   0 r b  q r

a b

a b c a b c

ababab

n N
2( 5)n n 

,a b  ,a b a b
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3. Составные и простые числа. Разложение на множители. Основная теорема 

арифметики.  

1. Основная теорема арифметики: каждое натуральное число большее 1 раскладывается 

в произведение простых сомножителей, причем единственным образом с точностью до пере-

становки.  

2. Если натуральные числа p  и q  взаимно просты, т.е. не имеют общих делителей, от-

личных от 1, то a  делится на произведение p q  тогда и только тогда, когда a  делится и на p  и 

на q .  

3. p  - простое число. Сколько существует натуральных чисел меньших 𝑝2 и взаимно 

простых с ним?            

4. На сколько нулей оканчивается число 100! .    

5. Натуральное число  назовем забавным, если  делится на 101. Докажите, что 

среди чисел от 1 до 100 четное число забавных чисел.  

6. Доказать, что для любого натурального , одно из чисел  является со-

ставным.  

7. Существуют ли 1000000 подряд идущих натуральных чисел, каждое из которых со-

ставное?  

8. Доказать теорему Евклида: простых чисел бесконечно много.  

9. Четное натуральное n  имеет ровно 5 различных делителей, включая 1 и n . Сколько 

различных делителей имеет число 10n ? Ответ: 12.  

10. Сколько имеется различных натуральных чисел, у которых самый большой делитель, 

не считая самого числа, равен 91? Ответ: 4 числа.   

Комментарии: 

Пример 3. Ответ: 𝑝2 − 𝑝. Решение. Поскольку p–простое число, то среди чисел меньших 

𝑝2 и не взаимно простые с ним являются 𝑝, 2𝑝, . . . , (𝑝 − 1)𝑝, то есть p– 1 чисел. Следовательно, 

имеется 𝑝2 − 1 − (𝑝 − 1) = 𝑝2 − 𝑝чисел, меньших 𝑝2, и взаимно простых с ним.  

 

4. Задачи с целыми числами. 

1. Найти все натуральные  , для которых число  делится на .  

2. Ученик не заметил знака умножения между двумя семизначными числами и написал 

одно четырнадцатизначное число, которое оказалось в три раза больше их произведения. 

Найдите эти числа.  

3. Натуральные числа  таковы, что . Может ли число  быть 

простым?   

n 2 1n 

2n  2 1, 2 1n n 

n 3 5n n 1 13 5n n 

, , ,a b c d a b c d   a b c d  
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4. Докажите, что дроби 1

2
,
12

34
,
13

12
2

2













nn

nn

n

n

n

n

  несократимы.  

5. При каких n дробь сократима и на какие числа можно сократить дробь  28

25





n

n

 ? 

6. Известно, что дробь b

a

 несократима. Докажите, что дробь ba

baba



 22

 также несокра-

тима. 

7. Найти такие четыре натуральных числа, отличных от 1, что произведение любых трех 

из них, сложенное с единицей, делится на четвертое.   

Комментарии:  

Пример 3. Ответ: нет. Решение. Выражая из условия  и подставляя в сумму, после пре-

образований получим  — целое число. Каждый из множителей числителя боль-

ше . Следовательно, после сокращения на , получим составное число.   

 

5. Сравнение по модулю. Свойства сравнений. 

Сравнение по модулю - одно из важнейших понятий в теории чисел, которое фактически 

равносильно 4 свойству делимости (тема 2). Однако язык сравнения существенно расширяет 

поиск решения и лаконичен в доказательствах. Например, без понятия сравнения практически 

невозможно решить приведенную ниже задачу 11. В доказательствах свойств сравнения нет 

ничего кроме понятия делимости. Обратите внимание на следствия.  

Целые числа  и  называются сравнимыми по модулю , если они дают одинаковые 

остатки при делении на . Кратко это записывают так .  

Свойства сравнений.  

1.  делится на .  

2. Если  и , то .  

3. Если  и , то .  

4. Если  и , то .  

5. Если , , и , то .   

Следствие 1. Если , то  для любого целого .  

Следствие 2. Если , то  для любого натурального .  

 

1. Доказать, что при любом натуральном  число  делится на 48.  

2. Доказать, что ни при каком натуральном  число  не делится на 7.   

3. Доказать, что  не делится на 3 ни при каком натуральном .  

d

( )( ) /a c b c c 

c c

a b 0m 

m (mod )a b m

(mod )a b m a b  m

(mod )a b m (mod )b c m (mod )a c m

(mod )a b m (mod )c d m (mod )a b c d m  

(mod )a b m (mod )c d m (mod )a b c d m  

(mod )a b m 1 1,a a d b b d    ( , ) 1d m  1 1(mod )a b m

(mod )a b m (mod )ak bk m k

(mod )a b m n (mod )n na b m

n 3 20n n

n 2 1n 

2 1n  n
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4. Натуральное число  таково, что  десятизначное. Доказать, что в записи этого 

числа встречаются две одинаковые цифры.  

5. Доказать, что сумма квадратов трех натуральных чисел, уменьшенная на 7, не делится 

на 8.   

6. Сумма трех натуральных чисел, являющихся точными квадратами, делится на 9. До-

казать, что из них можно выбрать два, разность которых также делится на 9.  

7. Является ли число  простым?    Ответ: нет. 

96+53=66+83=109+40=149.  

8. Имеет ли уравнение a²=3b+2 решение в целых числах? 

9. Доказать, что уравнение  не имеет решений в целых числах.   

Решение: для любого целого .  

10. Найти все простые числа , для которых  тоже простое число. Ответ: 3.  

11. У числа  нашли сумму цифр, у результата снова нашли сумму цифр и т. д., пока не 

получили однозначное число. Найти это число. Ответ: 7.  

12. Пусть S(N) – сумма цифр натурального числа N. Найдите все N, для которых  

N + S(N) = 2021.   

Комментарии:  

Пример 5. Указание. ) .  

 

6. Признаки делимости на 2, 3, 4, 5, 8, 9, 11, 7, 13. 

1. Вывести признаки делимости на 2, 3, 4, 5, 8, 9, 11, 7, 13 

2. Найти все пятизначные числа вида , которые делятся на 45.   

3. Найти трехзначное число, цифры которого образуют арифметическую прогрессию и 

которое делится на 45.          

4. Каково наименьшее натуральное , такое, что  делится на 990?   

5. Может ли число, составленное из 600 шестерок и некоторого количества нулей, быть 

точным квадратом?  

6. Пусть  — различные цифры. Доказать, что число  не делится на 

число .  

7. Доказать, что степень двойки не может оканчиваться четырьмя одинаковыми цифра-

ми.  

8. Число при некоторой перестановке своих цифр удваивается. Доказать, что оно делит-

ся на 9.  

9. Доказать, что число 11…11 (27 единиц) делится на 27.     

n 2 1n 

53 83 109 40 66 96    

3 319 17 50x y 

3, 0, 1(mod 9)a a  

p 220 1p 

1002

2 0, 1, 4(mod8)n 

34 5x y

n !n

, , ,a b c d cdcdcdcd

aabb
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10. Доказать, что  делится на 3 для любого натурального .  

11. Сумма трех натуральных чисел, являющихся точными квадратами, делится на 9. До-

казать, что из них можно выбрать два, разность которых также делится на 9.  

12. Доказать, что число  делится на 100.  

13. Доказать, что число  делится на 9 для любого .  

 

7. Малая теорема Ферма. 

1. Теорема Ферма (малая). Пусть p  — простое число, а число a  не делится на p . Тогда 

1 1(mod )pa p  .  

2. Следствие теоремы Ферма. Пусть p  — простое число. Тогда для любого числа a  

𝑎𝑝 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑝).  

3. Найти остаток от деления 1002  на 101. Ответ: 1.  

4. Найти остаток от деления 1023  на 101. Ответ: 9.  

5. Доказать, что 3000300 1  делится на 1001.  

6. Пусть p  простое число. Доказать, что ( ) (mod )p p pa b a b p   .  

7. Доказать, что число 239 3030 239  составное.  

8. Доказать теорему Вильсона: пусть p — простое число.  

Докажите, что (p – 1)! ≡ – 1 (mod р). 

9. Пусть n — натуральное число, не кратное 17. Докажите, что либо n
8
 + 1, либо n

8
 – 1 

делится на 17.  

Комментарии: 

Пример 9. Так как 17 — простое число, то по теореме Ферма 𝑛16 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 17). Следова-

тельно, по свойству 1 сравнения 𝑛16 − 1 = (𝑛8 − 1)(𝑛8 + 1)делится на 17.  

 

8. Основные правила комбинаторики. Формулы для числа размещений, переста-

новок и сочетаний. 

В решении комбинаторных задач очень важно обратить внимание на следующую плодо-

творную идею: очень часто нужно подсчитывать не то, что требуется в условии задачи, а что-то 

другое, находящееся в определенном соответствии с требуемым. Это «другое» может быть до-

полнением, или переформулировкой задачи в других терминах, что приводит к большей 

наглядности, либо к уже решенной задаче. Таковыми являются не простые задачи 18 и 19.    

1. Основные правила комбинаторики: правило суммы и правило произведения.  

2. Сколькими способами можно поставить на шахматную доску белую и черную ладьи 

так, чтобы они не угрожали друг другу?    

3 2n n n

1011 1

4 15 1n n  n N
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3. Сколькими способами можно поставить на шахматную доску 4 одноцветные ладьи 

так, чтобы они не угрожали друг другу?  

4. Сколькими способами можно поставить на шахматную доску белого и черного короля 

так, чтобы они не угрожали друг другу? 

5. Сколько существуют 5-значных натуральных чисел, в записи которых встречаются 

только нечетные числа? 

6. Сколько существуют 6-значных натуральных чисел, все цифры которых имеют оди-

наковую четность? 

7. Сколько существуют 6-значных натуральных чисел, в записи которых встречаются 

хотя бы одна нечетная цифра? 

8. Сколько имеется 9-значных натуральных чисел, у которых сумма цифр четна? 

9. Каких 7-значных чисел больше, тех, в записи которых есть 1, или остальных? 

10. Каждая из вершин при основании треугольника соединена отрезками с n  точками, 

расположенными на противоположной боковой стороне. На сколько частей делят треугольник 

эти отрезки? 

11. Каждая из трех вершин треугольника соединена с n  точками на противоположной 

стороне. На сколько частей делят треугольник эти прямые, если никакие три из них не пересе-

каются в одной точке? 

12. Сколько различных делителей имеет число 1 2

1 2 ... k

kn p p p
 

    ?  

Ответ: 1 2( 1)( 1)...( 1)k     .  

13. Доказать, что если число делителей натурального числа нечетно, то это число являет-

ся квадратом целого числа.  

14. В ящик вложили k  ящиков, в некоторые из этих ящиков снова вложили k  ящиков и т. 

д. Найти число пустых ящиков, если наполненных оказалось n . 

15. У Пети 28 одноклассников. У всех 28 различное число друзей в этом классе. Сколько 

друзей у Пети? Ответ: 14.  

16. На окружности отмечено 5 красных, 7 желтых и 9 зеленых точек. Сколько существует 

треугольников с вершинами в этих точках, у которых все вершины: а) одного цвета; б) не все 

одного цвета?  

17. Сколько можно сделать перестановок из n  элементов, в которых данные два элемента 

a  и b  не стоят рядом (в любом порядке)? Никакие два из элементов , ,a b c  не стоят рядом?  

Ответ: а) ! 2( 1)!n n  ; б) ! 6 ( 1)! 6 ( 2)!n n n      . Первая разность есть число перестано-

вок, в которых никакие два элемента из трех не стоят рядом, при этом число перестановок, в 

которых все три элемента стоят рядом вычли дважды.  
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18. Сколько существуют 6-значных натуральных чисел, в записи которых цифры распо-

ложены в порядке возрастания? 

19. Найти число точек пересечения диагоналей выпуклого n - угольника, если известно, 

что никакие три диагонали не пересекаются в одной точке. Ответ: 4

nC .  

 

9. Биномиальные тождества. Треугольник Паскаля. 

Среди многочисленных свойств треугольника Паскаля, конечно, главным является связь с 

биномиальными коэффициентами. Обратите внимание, на задачу 1, которая является частным 

случаем треугольника Паскаля, но имеющая красивое решение путем сведения к подсчету дво-

ичных последовательностей с заданным числом вхождения каждого символа.  

1. Город, имеющий форму прямоугольника, разбит улицами на. n горизонтальных и m  

вертикальных кварталов. Сколько различных кратчайших путей ведет из левого нижнего угла в 

правый верхний? Ответ: n m

n m n mC C  .   

2. Треугольник Паскаля. Свойство треугольника Паскаля.  

3. Сколькими способами можно выложить в ряд 5 красных, 5 синих и 5 зеленых шаров 

так, чтобы никакие два синих шара не лежали рядом? Ответ: 5 5

10 11C C .  

4. Найти наибольшее число подмножеств n -элементного множества, таких, что любые 

два из них имеют не пустое пересечение. Ответ: 12n .  

5. Даны 2008 множеств, каждое из которых состоит из 45 элементов, причем объедине-

ние любых двух множеств содержит 89 элементов. Сколько элементов содержит объединение 

всех 2008 множеств. Ответ: 1200844  .  

6. Две команды играют в футбол до 10 голов (встреча прекращается, как только какая-то 

команда забьет 10 голов). В процессе игры пишется протокол, в который вносится счет после 

каждого изменения счета, например, 0: 0, 0: 1, 0: 2, 1: 2, … , 5 : 10. Сколько разных протоколов 

может получиться?  

(Выборки из множества 1 2{ , , . . . , }kA a a a , в которых элемент 1a  входит 1n  раз, элемент 

2 2a n  раз, . . . , k ka n  раз, называются выборки с повторением. Общий объем выборки равен 

1 2 ... km n n n    . Набор натуральных чисел 1 2{ , , . . . , }kn n n  называется составом или специфи-

кацией выборки.)  

7. Доказать, что число перестановок из m  элементов состава 1 2{ , , . . . , }kn n n
 равно 

1 1( ,..., ) !/ ! ... !m k kP n n m n n  
.  

8. Доказать 1 ( 1)!/ !( 1)!m m

k k mC C k m m k       - число сочетаний с повторениями из k  

элементов поm .  
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9. Шесть ящиков занумерованы числами от 1 до 6. Сколькими способами можно разло-

жить по этим ящикам 20 одинаковых шаров так, чтобы ни один ящик не оказался пустым? От-

вет: 
5

19C .  

10. Шесть ящиков занумерованы числами от 1 до 6. Сколькими способами можно разло-

жить по этим ящикам 20 одинаковых шаров (некоторые ящики могут быть пустыми)?  

Ответ: 5

25C . 

 

10. Принцип Дирихле.  

Простота и шутливая формулировка принципа, в которой обращает на себя внимание не-

определенность выводов — «найдется», «не менее» — иногда приводит к определенным выво-

дам на основе, казалось бы, недостаточных сведений. Как правило принцип применяется для 

доказательства невозможности выполнения требуемого в задаче условия.  

1. Игровая формулировка принципа Дирихле: если в N клетках сидят не менее 𝑁 ∙ 𝑘 +

1кроликов, то найдется хотя бы одна клетка, где будет находиться не менее 𝑘 + 1 кроликов. 

Доказательство от противного.  

2. Прямая раскрашена в два цвета. Докажите, что найдутся две точки одного цвета на 

целом расстоянии. 

3. Все точки плоскости окрашены: а) в два цвета; б) в три цвета. Доказать, что найдутся 

две точки одного цвета на расстоянии 1 см.  

4. Доказать, что равносторонний треугольник нельзя покрыть двумя меньшими равно-

сторонними треугольниками.  

5. Равносторонний треугольник A  можно закрыть пятью равносторонними треугольни-

ками одинакового размера (треугольники могут перекрываться и выступать за пределы тре-

угольника A ). Докажите, что треугольник A  можно полностью покрыть и четырьмя такими 

треугольниками.  

Указание. Отметим 6 точек: вершины треугольника A  и его середины.  

6. Доказать, что в любой компании из n человек всегда найдутся двое, имеющие одина-

ковое число знакомых в этой компании.  

7. Доказать, что в любом многограннике найдутся две грани с одинаковым числом ре-

бер.  

8. Доказать, что среди любых 6 человек найдутся или трое по парно знакомых или трое 

по парно незнакомых.  

9. Доказать, что среди любых 9 человек найдется или четверо по парно знакомых, или 

трое по парно незнакомых.   
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10. На международной конференции присутствуют 17 ученых. Каждые два из них бесе-

дуют друг с другом на определенном языке, причем все 17 человек вместе знают 3 языка. Дока-

зать, что среди них найдутся трое, которые говорят друг с другом на одном языке.  

11. 21 точек расположены прямоугольником 3 7 . Доказать, что как бы ни раскрасить 

точки в два цвета, всегда найдется прямоугольник с вершинами в этих точках, все вершины ко-

торого окрашены в один цвет.  

12. Доказать, что среди 82 кубиков, каждый из которых выкрашен в какой-то цвет, 

найдется или 10 кубиков разных цветов, или 10 кубиков одного цвета.  

13. Можно ли занумеровать вершины куба числами от 1 до 8 так, чтобы суммы номеров 

на концах каждого ребра куба были различны?  

14. В классе 25 учеников. Известно, что среди любых трех из них есть двое друзей. Дока-

зать, что есть ученик, у которого не менее 12 друзей.  

 

11. Метод полной математической индукции. 

Ниже приведены задачи основных разделов применения индукции: доказательство тож-

деств, неравенств и делимости. Кроме стандартных, включены задачи, где применение индук-

ции не очевидно, или не в стандартном виде, например, задание 17 — неравенство Коши, где 

вначале по степеням 2 индукция идет вверх, а потом до любого идет индукционный спуск. Об-

ратите внимание, что задачи 2 и 3 — это одна и также задача.  

1. Доказать, что любую доску 2 2n n , с одной удаленной клеткой, можно разрезать на 

уголки из трех клеток.  

2. Банк имеет неограниченное количество 3-х и 5-ти рублевых купюр. Доказать, что он 

может выдать ими без сдачи любое число рублей, начиная с 8.  

3. Кусок бумаги разрешается рвать на 4 или на 6 кусков. Можно ли по этим правилам 

разорвать кусок бумаги на 2000 кусков?  

Доказать равенства.  

4. 1 + 2 + 3+. .  . +𝑛 =
(1+𝑛)⋅𝑛

2
.  

5. 12 + 22 + 32+ .  .  . +𝑛2 =
𝑛⋅(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
.  

6. 13 + 23 + 33+ .  .  . +𝑛3 = (
𝑛⋅(𝑛+1)

2
)

2

.  

7. 1 − 3 + 5 − 7+. . . +(−1)𝑛(2𝑛 − 1) = (−1)𝑛 ⋅ 𝑛.  

8. Доказать, что 4 15 1n n   делится на 9.  

9. Доказать, что 11221  nn  делится на 16.  

10. Доказать, что 2 2 111 12n n   делится на 133.  

11. Доказать, что 32 1
n

  делится на 3n .  
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12. Доказать неравенство
1 1 1 13

...
1 2 2 24n n n
   

 
для 2n  .  

13. Доказать неравенство 
1 1

1 ... 2
2

n n
n

     для 2n  .   

14. Доказать неравенство 
2 2 21/ 2 1/3 . . . 1/ 1n    для 2n  .  

15. Доказать неравенство 2 4

4 2

1 1 1
... 1, 0n n n

n n n
x x x n x

x x x

 

 
         .  

16. Известно, что 
1

x
x

  — целое число. Доказать, что при любом натуральном n  число 

1n

n
x

x
  тоже целое.  

17. Неравенство Коши: 1 2
1 2

...
...n n

n

x x x
x x x

n

  
 ,  1 2, ,..., 0nx x x  , причем равенство 

достигается тогда и только тогда, когда все величины равны между собой.  

18. Из 2n  чисел {1, 2, ... , 2 }n  выбираются 1n  чисел. Доказать, что среди выбранных чи-

сел всегда найдутся хотя бы два, из которых одно делится на другое.  

19. Доказать, что из любых 12n  натуральных чисел можно выбрать ровно 2n , сумма ко-

торых делится на 2n .  

20. На сколько частей разбивают плоскость n  прямых, любые две из которых пересека-

ются, и никакие три не пересекаются в одной точке.    

 

12. Игровые задачи.  Поиск стратегий в математических играх. 

В игровых задачах, играющих всегда двое — начинающий, тот кто делает первый ход, и 

его партнер. Решить задачу, то есть ответить на вопрос кто выиграет, значит найти стратегию 

выигрыша за одного из игроков, не зависимо от того, как будет играть его партнер. Среди пред-

ложенных задач хотелось бы обратить внимание на задачи 8 и 9: не просто увидеть, что реше-

ние второй из них сводится к первой.  

1. Двое играют в следующую игру. Имеется три кучки камней: в первой — 10, во вто-

рой — 15, в третьей — 20. За ход разрешается разбить любую кучку на две меньшие. Проигры-

вает тот, кто не сможет сделать ход. Кто выиграет?  

2. Двое по очереди выкладывают на прямоугольный стол пятаки так, что они не накла-

дываются друг на друга. Проигрывает тот, кто не сможет сделать ход. Кто выиграет, начинаю-

щий или его партнер?   

3. Есть прямоугольник 3 10  клеток. Играют двое. За один ход разрешается закрасить 

любой квадрат 1 1, 2 2   или 3 3  клетки. Красить уже покрашенные клетки нельзя. Проигры-

вает тот, кто не сможет сделать ход. Кто выиграет при правильной игре?  
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4. В строку выписано 100 минусов. Двое по очереди исправляют минусы на плюсы. За 

один ход можно исправить один, или два минуса. Выигрывает тот, кто исправляет последний 

минус. Кто выиграет при правильной игре?   

5. Имеется две кучи камней по 100 штук в каждой. Двое по очереди берут из них камни, 

за один ход разрешается взять любое ненулевое число камней из одной кучи. Проигрывает тот, 

кто не может сделать ход. Кто из игроков выиграет при правильной игре, начинающий или его 

партнер? Симметричная стратегия.  

6. Имеются три кучи камней. Число камней во всех кучах одинаково. Двое играющих 

берут по очереди любое число камней из любой кучи, но только одной. Выигрывает тот, кто 

берет последние камни. Кто выиграет? Ответ: начинающий. Забирает одну кучу, и сводит к 

предыдущей задаче.  

7. Ладья стоит на поле 1a  шахматной доски. Играют двое. За один ход можно передви-

нуть ладью на любое число клеток по горизонтали вправо, или по вертикали вверх. Выигрывает 

тот, кто первым поставит ладью на поле 8h . Кто выиграет, начинающий или его партнер?  

8. Ферзь стоит на поле 8h . Играют двое. За один ход можно передвинуть ферзя на лю-

бое число клеток вниз, вправо или по диагонали вправо — вниз. Выигрывает тот, кто первым 

поставит ферзя на поле 1c . Кто выиграет, начинающий или его партнер? Стратегия: поиск вы-

игрышных полей.  

9. Есть две кучи камней: в одной 7, а в другой 5. Играют двое. За один ход разрешается 

взять любое число камней из одной кучи, или по равному числу камней из обеих куч. Проигры-

вает тот, кто не сможет сделать ход. Кто выиграет при правильной игре?  

10. В куче 25 камней. Игроки берут по очереди 2, 4 или 7 камней. Проигрывает тот, кому 

нечего брать. Кто выиграет?  

11. За ход разрешается взять из коробка с 300 спичками не более половины имеющихся в 

нем спичек. Проигрывает тот, кто не сможет сделать ход. Кто выиграет? Ответ: начинающий. 

Проигрышные позиции: 255, 127, 63, 31, 15, 7, 3, 1.  

12. Двое игроков по очереди расставляют между числами от 1 до 20, выписанными в 

строчку, «+» и «–». После того, как все места заполнены, считается результат. Если он четен, то 

выигрывает первый игрок, если нечетен, то — второй.  

13. В прямоугольнике размера 19 93  клетки (большая сторона горизонтальна) в левом 

нижнем углу стоит фишка. Двое играют в такую игру. Ходят по очереди. За ход разрешается 

передвинуть фишку на любое количество клеток вправо или вверх. Проигрывает тот, кто не 

сможет сделать ход. Кто выиграет при правильной игре?   
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13. Точки и линии в треугольнике. 

1. Отрезки  и  — соответственно медиана и высота остроугольного треугольни-

ка . Известно, что  и . Найдите длину стороны . Ответ: 2.  

2. Высоты треугольника  пересекаются в точке . Известно, что . 

Найдите угол .  Ответ: . Если  высота, то .  

3. Дан равносторонний треугольник . Сторона  разделена на три равные части 

точками  и , а точка  делит сторону  в отношении , считая от вершины . До-

кажите, что сумма углов  и  равна .  

4. На гипотенузе  прямоугольного треугольника  выбрана такая точка , что 

. На катете  взята точка  так, что . Докажите равенство . 

5. Точка D  взята на медиане BM ABC . Через точку D  проведена прямая, параллель-

ная стороне AB , а через точку C  проведена прямая, параллельная медиане BM . Две получен-

ные прямые пересекаются в точке E . Докажите, что BE AD .  

6. AL  — биссектриса треугольника ABC , K  — точка на стороне AC такая, что 

CK CL . Прямая LK  и биссектриса угла B  пересекаются в точке P . Докажите, что AP PL . 

 

14. Свойства окружностей.  

1. В ABC  вписана окружность и проведена биссектриса AD , пересекающая эту 

окружность в точках  E  и F . Доказать, что AE DF .   

2. Вокруг треугольника ABC  описана окружность и через точки A  и B  проведены ка-

сательные, которые пересекаются в точке M . Точка N  лежит на стороне BC , причем прямая 

MN  параллельна стороне AC . Докажите, что AN NC .  

3. В остроугольном ABC  с основанием AC окружность, проходящая через точку пере-

сечения высот и вершины B и C, пересекает сторону AB в точке D. Докажите, что 

2ACADAB  .  

4. Три равные окружности имеют общую точку и пересекаются еще в трех точках BA,  

и C . Докажите, что радиус описанной окружности вокруг треугольника ABC  равен радиусу 

каждой из трех окружностей и их общая точка является ортоцентром треугольника ABC .  

5. Окружность, проходящая через вершины A и B треугольника ABC, пересекает сторо-

ны AC и BC в точках X и Y соответственно. При этом центр вневписанной окружности тре-

угольника XYC, касающейся стороны XY, лежит на описанной окружности треугольника ABC. 

Докажите, что отрезок XY проходит через центр вписанной окружности треугольника ABC.  

Указание. Доказать, что углы AXY и AXI равны между собой и равны 180
0
– ∠ABC.  

AM BH

ABC 1AH  2 MAC MCA  BC

ABC H AB CH

ACB 045 BM ABMCMH 

ABC BC

K L M AC 1: 2 A

AKM ALM 030

AC ABC D

BC CD BC E DE CE AD BE DE 
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6. AE и CD — высоты остроугольного треугольника ABC. Биссектриса угла B пересекает 

отрезок DE в точке F. На отрезках AE и CD взяли такие точки P и Q соответственно, что четы-

рехугольники ADFQ и CEFP — вписанные. Докажите, что AP =CQ.  

Указание. Доказать, что треугольники APC и DFC подобны.  

 

15. Вписанные и описанные четырехугольники.  

1. Из произвольной точки M катета BC прямоугольного треугольника ABC на гипотену-

зу AB опущен перпендикуляр MN. Докажите, что ∠MAN=∠MCN. 

2. Из произвольной точки M, лежащей внутри данного угла с вершиной A, опущены 

перпендикуляры MP и MQ на стороны угла. Из точки A опущен перпендикуляр AK на отрезок 

PQ. Докажите, что ∠PAK=∠MAQ. 

3. Четырехугольник ABCD вписанный; P и Q – ортоцентры треугольников ABD и ABC. 

Докажите, что CDPQ — параллелограмм. 

4. Внутри четырехугольника ABCD взята точка M так, что ABMD — параллелограмм. 

Докажите, что если ∠CBM=∠CDM, то ∠ACD=BCM. 

5. Вокруг правильного треугольника APQ описан прямоугольник ABCD, причем точки P 

и Q лежат на сторонах BC и CD соответственно; K и L — середины сторон AP и AQ. Докажите, 

что треугольники BLC и CKD правильные. 

6. Докажите, что если для вписанного четырехугольника ABCD выполнено равенство 

CD=AD+BC, то точка пересечения биссектрис углов A и B лежит на стороне CD. 

7. Докажите, что проекции точки пересечения диагоналей вписанного четырехугольника 

на его стороны являются вершинами описанного четырехугольника, если только они не попа-

дают на продолжения сторон. 

8. На сторонах AB  и CD  прямоугольника ABCD  взяты соответственно точки K  и M  

так, что AK DM . Из точки K  на диагональ AC  опущен перпендикуляр KO . Определить 

BOM . Ответ: 090 .   

9. На сторонах AB  и BC  квадрата ABCD  отложены равные отрезки BK  и BM . Из 

точки B  опущен перпендикуляр BO  на KC . Определить MOD . Ответ: 090 .  

10. В треугольник ABC  вписана окружность с центром в точке O . M  и N  — точки ка-

сания этой окружности со сторонами AB  и AC . Пусть прямая BO  пересекает прямую MN  в 

точке P . Доказать, что 090BPC  .  

Доказательство. 
0 0 0180 / 2 (90 / 2) 90 / 2 / 2 / 2BPM B A A B C         . Сле-

довательно, четырехугольник ONPC  — вписанный.  
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11. На плоскости даны три прямые 1 2,l l  и 3l . Все они проходят через точку O  под углом 

060  друг к другу. Пусть 1 2 3, ,M M M  проекции произвольной точки M  на данные прямые. До-

казать, что треугольник 1 2 3M M M  - равносторонний.  

Доказательство. Четырехугольники 1 3MM OM  и 2 3MM M O  — вписанные. Следовательно, 

все точки лежат на одной окружности. Тогда, 0

2 3 1 2 1 60M M M M OM   , аналогично, 

0

3 1 2 3 1 60M M M M OM   .  

12. Дан угол с вершиной M . Окружность с центром O , вписанная в угол, касается его 

сторон в точках A  и B . Произвольный луч, выходящий из вершины M , пересекает окруж-

ность в точках P  и Q . Пусть F  — середина отрезка PQ . Доказать, что AFM BFM  .  

Доказательство. Четырехугольники AMOF  и MBOF  вписанные и, следовательно, все 

точки лежат на одной окружности.   

 

16. Прямая Эйлера.  

1. В треугольнике АВС Н-ортоцентр, М-центр масс, О — центр описанной окружности. 

а) Доказать, что О, Н, М лежат на одной прямой (прямой Эйлера) и М делит отрезок ОН 

в отношении 1 к 2, считая от точки О. 

б) 1A  — середина ВС, 2A  — середина 1AA . Доказать, что 12 || HAOA ;  

2. В треугольнике АВС 1A , 1B , 1C  — точки касания вписанной окружности со сторона-

ми треугольника. aI , bI , cI  — центры вневписанных окружностей.  

а) Доказать, что треугольники 1 1 1ABC  и a b cI I I гомотетичны.  

б) Доказать, что прямые Эйлера треугольников 1 1 1ABC  и a b cI I I  совпадают. 

в) Доказать, что прямые 1 1 1, ,a b cA I B I C I  пересекаются в одной точке Х причем OIX   

3. В треугольнике АВС 1A , 1B , 1C  точки касания вписанной, а 2A , 2B , 2C  — точки каса-

ния вневписанных окружностей, 1B  — точка, диаметрально противоположная, точке 1B . 

а) Доказать, что 
1

2, ,B B B
 лежат на одной прямой. 

б) 
2B  — точка диаметрально противоположная точке 2B . Доказать, что точки 

2

1, ,B B B
  

лежат на одной прямой. 

в) I — центр вписанной окружности АВС. 2 1bIB I B X .  Доказать, что Х — середина 

высоты, опущенной из точки В. 

г) Доказать, что прямые 1 1 1, ,AA BB CC  пересекаются в одной точке N причем N, I, M 

лежат на одной прямой, где М — центр масс треугольника АВС.  
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17. Шесть доказательств теоремы Штейнера-Лемуса.  

Теорема. Если в треугольнике длины двух биссектрис равны, то такой треугольник равно-

бедренный.  

Во всех доказательствах дан треугольник ABC , в котором биссектрисы AN  и BP  равны.  

1. Первое доказательство. Проведем через точки N  и P  прямые, параллельные AB , и 

пусть M  и Q  — точки пересечения этих прямых с сторонами AC  и BC  соответственно. Если 

отрезки MN  и PQ  совпадают, то, очевидно, что треугольник ABC  равнобедренный. Пусть 

MN PQ . Поскольку треугольники AMN  и PQB  равнобедренные, то AM MN PQ QB   . 

По предположению, AN BP , следовательно PQB AMN  . Но тогда QBP MAN   и 

B A  . Последнее означает, что MN AM BN BQ PQ    . Противоречие.  

2. Второе доказательство. Докажем следующий признак равенства треугольников. Если 

у треугольников ABC  и 1 1 1ABC 1 1 1,AC AC B B    и биссектрисы углов B  и 1B  равны, то 

треугольники равны.  

Доказательство признака. Совместим основания треугольников ABC  и 1 1 1ABC  таким об-

разом, чтобы вершины B  и 1B  располагались по одну сторону от основания и по одну сторону 

от срединного перпендикуляра к AC . Очевидно, что окружности, описанные вокруг совмещен-

ных треугольников, совпадают. Пусть D  — середина дуги AC , не содержащей вершин B  и 1B

. Предположим, что вершина B  расположена ближе к диаметру DM , чем вершина 1B . Обозна-

чим через P  и 1P  точки пересечения биссектрис BD  и 1B D  с основанием AC . Тогда 

1DCB DCB  . Следовательно, 1DB DB . Так как 1DP DP , то, с учетом предыдущего, 

1 1 1 1BP BD DP DB DP B P     , что противоречит условию равенства биссектрис в исходных 

треугольниках.  

Доказательство теоремы. Пусть в треугольнике ABC  биссектрисы AN  и BP  равны и 

O  — точка пересечения AN  и BP . Поскольку CO  — биссектриса угла C , то для треугольни-

ков ACN  и BCP  выполнены все условия доказанного выше признака, что и завершает доказа-

тельство теоремы.  

3. Третье доказательство.  Предположим, что треугольник ABC  не равнобедренный и 

A B  . Отложим от биссектрисы AN / 2NAD C   так, чтобы точка D  лежала на прямой 

BP  по другую сторону от вершины B относительно AN . Так как / 2 / 2A B  , то точка D  

лежит на биссектрисе BP . Далее, поскольку NBD NAD  , то ABND  вписанный четырех-

угольник. 
0/ 2 / 2 ( ) / 2 90NBA DAB A B A B C         , следовательно, углы 

NBA  и BAD  — вписанные и оба острые. Так как AN BP , то AN BD , т. е. BAD  опира-
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ется на меньшую хорду. Следовательно, BAD NBA   или / 2 / 2A B B   , откуда 

/ 2 / 2A B  . Противоречие.  

4. Четвертое доказательство. Очевидна  

Лемма 1. Если две хорды окружности стягивают различные вписанные острые углы, то 

меньшему углу соответствует меньшая хорда.  

Лемма 2. В треугольнике с двумя различными углами меньший угол обладает большей 

биссектрисой.  

Доказательство леммы 2 аналогично третьему доказательству теоремы.  

Доказательство теоремы является следствием указанных лемм.  

5. Пятое доказательство. Использование формулы длины биссектрисы через длины сто-

рон треугольника. Если , ,a b c  длины соответствующих сторон треугольника ABC , то 𝐴𝑁2 =

𝑏 ⋅ 𝑐 ⋅ (1 − (
𝑎

𝑏+𝑐
)

2

).  

6. Шестое доказательство. Предположим, что A B  . Построим ANPK  и PK AN , 

т. е. четырехугольник APKN  — параллелограмм и NK AP . Так как BP AN PK  , то тре-

угольник BPK  — равнобедренный. Следовательно, BKP PBK  . Угол 

/ 2PKN PAN A   , / 2NBP B  . По предположению, PKN NBP  , следовательно, 

BKN KBN  , т. е. в треугольнике BKN BN NK AP  . Таким образом в треугольниках 

ABP  и ANB  сторона AC  общая, AN BP  и AP BN , следовательно ABN BAP  . Проти-

воречие.  

 

18. Преобразования плоскости.  

1. Докажите, что прямые, проведенные через середины сторон вписанного четырех-

угольника перпендикулярно противолежащим сторонам, пересекаются в одной точке. 

Решение. Пусть АВСD — четырехугольник, вписанный в 

окружность с центром О; E, F, G и H — середины его сторон (см. 

рис.), тогда (ОН)(AD). Так как EFGH — параллелограмм, то  

М = (EG)(FH) является серединой каждой из его диагоналей. 

Пусть O’ = ZM(O), тогда F = ZM(H), то есть, O’FOH — паралле-

лограмм, значит (O’F)(AD). Рассмотрев аналогично перпендикуляры OG, OF и OE к осталь-

ным сторонам АВСD и их образы при симметрии относительно точки М, получим, что они так-

же проходят через точку О’, что и требовалось доказать.   
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2. На диаметре АВ окружности взята точка М. Хорда СD прохо-

дит через М под углом 45 к (АВ). Докажите, что |CM|
2
 + |DM|

2
 не зависит 

от выбора точки М. 

Решение. Пусть C’ и D’ — образы точек С и D при симметрии от-

носительно (АВ). Тогда СМС’ = 90, поэтому, из прямоугольного тре-

угольника DMC’ получим: |CM|
2
 + |DM|

2
 = |C’M|

2
 + |DM|

2
 = |DC’|

2
.  

Так как независимо от положения точки М дуга С’D соответствует вписанному углу C’CD 

величиной 45, то |DC’|
2
 не зависит от выбора точки М. Следовательно, |CM|

2
 + |DM|

2
 также не 

зависит от выбора точки М, что и требовалось доказать. 

 

3. На сторонах BC и CD квадрата АВСD, длина стороны которого равна а, взяты соот-

ветственно точки М и N так, что площадь треугольника АМN равна сумме площадей треуголь-

ников АВМ и АDN. НайдитеМАN и длину высоты треугольника АМN, проведенной из верши-

ны А.  

Ответ:МАN = 45; длина высоты равна а. 

Решение. Рассмотрим поворот с центром А на 90: образом 

точки N является точка Р, лежащая на луче СВ (см. рис.). Из усло-

вия задачи следует, что S S S S S SMAN ABM ADN ABM ABP MAP     . Так 

как в треугольниках MANи MAP[AM] – общая сторона и |AN| = |AP|, 

то sinPAM = sinMAN.  

Учитывая, что эти треугольники — остроугольные и что PAN = 90, получим:  

MAN = PAM = 45. Тогда, PAM = NAM (по двум сторонам и углу между ними), поэтому 

их соответствующие высоты равны: |AH| = |AB| = а. 

 

4. На катетах a и b прямоугольного треугольника выбираются точки P и Q, из которых 

опускаются перпендикуляры PK и QH на гипотенузу. Найдите наименьшее значение суммы 

|KP| + |PQ| + |QH|.Ответ:
2

2 2

ab

a b
. 

Решение. Пусть в треугольнике АВС: С = 

90; |BC| = a; |AC| = b; P[BC], [PK][AB], 

K[AB] и Q[AC], [QH][AB], H[AB] (см. 

рис.). Рассмотрим симметрию относительно 

(ВС): образами точек А и K являются точки K’ и 

А’ соответственно. Аналогично, при симметрии 
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относительно (АС) образами точек В и H соответственно являются точки B’ и H’. Получим, что 

АB’A’B — ромб и |KP| + |PQ| + |QH| = |K’P| + |PQ| + |QH’|. Так как точки K’ и H’ лежат на парал-

лельных прямых, причем [PK’][A’B] и [QH’][AB’], то наименьшее значение полученной 

суммы достигается тогда и только тогда, когда точки K’, P, Q и H’ принадлежат общему пер-

пендикуляру к (АВ’) и (ВА’). Искомое значение суммы в этом случае равно расстоянию между 

этими прямыми, то есть, длине высоты ромба. H h
ab

a b
ABCр  


2

2

2 2
. 

 

5. В трапеции ABCD с основаниями AD и BC диагонали пересекаются в точке E. Дока-

жите, что если трапеция описанная, то угол АЕD – тупой. 

Решение. Рассмотрим данную трапецию ABCD. При параллельном переносе наBCобра-

зом диагонали BD является [CK], причем |BD| = |CK| и AED = ACK (см. рис.). Образом сто-

роны АВ при этом переносе является [CP], поэтому, |AB| = |CP|. Проведем [CM] — медиану тре-

угольника ACK. Так как |AP| = |BC| = |DK|, то [CM] является и медианой треугольника РCD. 

Следовательно, CM
CP CD AB CD AD BC AK











2 2 2 2

, так как данная трапеция — 

описанная.  

Рассмотрим окружность с диаметром 

AK. Точка M — ее центр и CM
AK


2

, по-

этому, точка С лежит внутри этой окружно-

сти, следовательно ACK — тупой, значит: и 

АЕD — тупой, что и требовалось доказать. 

 

19. Задачи на построение.  

Если не оговорено противного, все построения проводятся с помощью циркуля и линейки.  

1. Дан угол и точка внутри угла. Через данную точку провести прямую так, чтобы отре-

зок прямой внутри угла делился точкой а) пополам; б) в заданном отношении𝑛 ∶ 𝑚.  

2. Дан угол и точка вне угла. Построить прямую, проходящую через данную точку так, 

чтобы отношение длин отрезков этой прямой от точки до угла и внутри угла было заданным.  

3. Внутри угла M  даны точки A  и C . Построить параллелограмм ABCD , вершины B  

и D  которого находятся на сторонах угла M .  

Метод ГМТ 

4. Найти геометрическое место точек середин отрезков, концы которого лежат: а) на 

сторонах данного угла; б) на данной полуокружности; в) на диагоналях квадрата.   
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5. Дан равносторонний ABC . Найти множество точек M , таких, что треугольники 

ABM  и ACM  равнобедренные.  

6. Построить треугольник по двум точкам – основаниям высот и прямой, на которой ле-

жит третья высота. Данные точки лежат по разные стороны от данной прямой.  

7. Построить три окружности, касающиеся в трех данных точках.  

Симметрия.  

8. Построить треугольник по серединам двух его сторон и прямой, на котором лежит 

биссектриса, проведенная к одной из этих сторон.  

9. Построить параллелограмм ABCD  по лучам BA  и BC  и центру окружности, прохо-

дящей через точки ,A C  и D .   

10. Построить треугольник по точкам, которые симметричны его ортоцентру относитель-

но всех его сторон.  

Метод поворота 

11. Построить квадрат по трем точкам: а) центру квадрата и двум точкам, лежащих на 

двух сторонах; б) вершине квадрата и двум точкам на сторонах, не содержащих данную верши-

ну.  

12. Построить квадрат по четырем точкам: по одной на каждой стороне.  

 

20. Геометрические неравенства.  

1. Может ли в треугольнике сторона быть вдвое больше другой стороны и вдвое меньше 

третьей?  

2. Доказать, что в любом треугольнике ( ) / 2 ( ) / 2ab c m b c a     .  

3. Точка C  лежит внутри данного прямого угла, а точки А и В лежат на его сторонах. 

Докажите, что периметр треугольника АВС не меньше удвоенного расстояния ОС, где О — 

вершина данного прямого угла.  

Доказательство. Если M  — середина AB , то OC OM MC  .  

4. В ABC AB = 10, BC = 15. Доказать, что длина биссектрисы угла B  меньше 12.  

5. На продолжении наибольшей стороны AC ABC  за точку C  отложен отрезок 

CD BC . Доказать, что ABD  — тупой.  

Доказательство. ABC CBD A D    .  

6. Диагонали выпуклого четырехугольника ABCD пересекаются в точке O. Описанные 

окружности треугольников AOB и COD пересекаются на стороне AD. Докажите, что AO > AB. 

7. В ABC  вписана окружность и проведена биссектриса AD , пересекающая эту 

окружность в точках E  и F . Доказать, что AE DF .  
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8. Докажите, что в любом треугольнике rR 2  (R и r — радиусы описанной и вписан-

ной окружностей), причем равенство имеет место только для правильного треугольника.  

9. Медианы AD  иCK ABC  взаимно перпендикулярны. Доказать, что 045B  . Дока-

зательство. Пусть O  — точка пересечения медиан, 1, 2BAD BCK    . Тогда 

0 0 0 0180 1 180 90 1 2 90 1 2B BDA           . Покажем, что 01 2 45   . Обо-

значим ,OK x OD y  . Имеем 1 / 2 , 2 / 2tg x y tg y x    , следовательно ( 1 2) 1tg    .  

21. Основы теории графов. 

Определение: Пара ( , )V E , где V  — произвольное множество, а E  — множество неупо-

рядоченных пар изV , называется неориентированным графом, или просто графом. Обычно 

граф обозначается ( , )G V E . Элементы множества V  называются вершинами графа, а элементы 

множества E  — ребрами. Граф, состоящий из одной вершины, называется тривиальным. Если 

e E , и ( , )e u v , то говорят, что ребро e  инцидентно вершинам u  и v . При этом вершины u  

и v  называются смежными. Число ребер инцидентных вершине v  называется степенью верши-

ны и обозначается обычно ( )v .  

Теорема 1. В графе ( , )G V E  сумма степеней всех вершин равна удвоенному числу ребер, 

т. е. ( ) 2
v V

v E


 .  

Доказательство. Поскольку каждое ребро инцидентно ровно двум вершинам, то при под-

счете суммы степеней, каждое ребро будет подсчитано дважды.  

Следствие. Число вершин в графе, имеющих нечетную степень, четно.  

Задача. Можно ли на клетчатой бумаге закрасить 15 клеток так, чтобы у каждой из них 

было: а) четное; б) нечетное число закрашенных соседей? (Клетки соседние, если они имеют 

общую сторону).  

Чередующаяся последовательность вершин и ребер  0 1 1 2 . . . n nv e v e e v , в которой все ребра 

различны, называется цепью. Если первая и последняя вершины цепи совпадают, то цепь за-

мкнутая, и ее называют циклом. Число ребер в цепи или цикле называется длиной цепи или 

цикла. Граф называется связным, если любые две его вершины могут быть соединены цепью. 

Связный граф без циклов называется ациклическим графом, или деревом.  

Теорема 3. Для любого дерева  ( , )G V E  справедливо равенство 1V E  . Доказатель-

ство. Индукция по числу вершин. База индукции. Равенство очевидно для деревьев с одной и 

двумя вершинами. Пусть равенство верно для всех деревьев с не более чем n  вершинами. Рас-

смотрим дерево с 1n  вершиной. Оно содержит некоторое ребро e . Удалив это ребро, мы по-

лучим два дерева с 1n  и 2n  вершинами, где 1 2 1n n n   . По предположению, число ребер в 

каждом из полученных деревьев равно 1 1n   и 2 1n  . Следовательно, общее число ребер в ис-
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ходном дереве равно 1 2 1 21 1 1 1 1 1n n n n n n           . Таким образом, равенство верно и 

для рассматриваемого дерева.  

1. В углах доски 33  расположены кони: в нижних углах — белые, а в верхних — чер-

ные. Можно ли, сделав несколько ходов конями, расположить их так, чтобы кони одного цвета 

стояли по диагонали?  

Ответ: нет. Граф ходов коней образует цикл.  

2. В некоторой организации всего 15 компьютеров. Можно ли их соединить так, чтобы 

каждый компьютер был соединен ровно с 5 другими?   

Ответ: нет. Число вершин нечетной степени четно.  

3. Может ли в государстве, в котором из каждого города выходит 3 дороги, быть ровно 

сто дорог?  

4. В стране каждый город соединён дорогами не более, чем с 3 другими. Автобусы кур-

сируют только между городами, соединенные дорогой. Известно, что из любого города можно 

проехать в любой другой, сделав не более одной пересадки. Для какого максимального числа 

городов это возможно? 

Решение. Пусть v  произвольная вершина. Тогда, любая другая вершина находится от v  

на расстоянии не более 2. Таких вершин не более 9. Для 10 городов требуемое соединение до-

рог существует.  

5. Восемь школьников решали 8 задач. Оказалось, что каждую задачу решили 5 школь-

ников. Докажите, что найдутся такие два школьника, что каждую задачу решил хотя бы один из 

них. Указание. Доказать, что хотя бы один школьник решил не менее 5 задач. Если каждый 

школьник решил ровно 5 задач, то убирая одного школьника и 5 задач, которые он решил, сре-

ди девяти оставшихся школьников найдется один, который решил оставшиеся три задачи.  

6. В некоторой стране любые два города соединены либо авиалинией, либо железной 

дорогой. Докажите, что можно выбрать вид транспорта так, чтобы от любого города можно бы-

ло добраться до любого другого, пользуясь только этим видом транспорта.  

7. На туристический слет приехали 10 великих путешественников. Каждый из них по-

бывал более чем в половине стран мира. Доказать, что найдутся три страны, что каждый из 10 

великих путешественников побывал хотя бы в одной из них.  

Решение. Пусть число стран n . Построим двудольный граф, одной долей которого будут 

путешественники, а другой страны. Тогда степень каждой вершины первой доли будет больше 

/ 2n . Следовательно общее число ребер будет более 5n . Значит, во второй доле найдется стра-

на, в которой побывало не менее 6 путешественников. Поскольку, любые два путешественника 

имеют по крайней мере одну общую страну, разбивая оставшихся 4 путешественников на пары, 

получим еще два города.  
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22. Задачи на взвешивания. 

Если не оговорено противное, взвешивания производятся на чашечных весах без гирь.  

1. Имеются неправильные рычажные весы и правильная килограммовая гиря. Как отве-

сить ровно 2 кг крупы?  

2. Имеются неправильные рычажные весы. Три пирамидки на левой чашке уравновеси-

лись восемью кубиками на правой, а один кубик на левой — уравновесил 6 пирамидок на пра-

вой. Сколько потребуется пирамидок, чтобы уравновесить 8 кубиков на правильных весах?  

Ответ: 12 пирамидок.  

3. Есть 9 монет, одна из которых фальшивая (она легче настоящей). Как за два взвеши-

вания определить фальшивую монету.  

4. Среди четырех монет имеется одна фальшивая, отличающаяся от всех остальных по 

весу. Как выделить ее за два взвешивания? Можно ли при этом определить, легче она или тяже-

лее, чем остальные?  

5. Среди 12 монет имеется одна фальшивая, отличная по весу от настоящих. Выделите 

тремя взвешиваниями на чашечных весах без гирь фальшивую монету и выясните, легче она 

или тяжелее настоящей. 

6. Среди семи монет имеются две фальшивые (более легкие) монеты. Какое наименьшее 

число взвешиваний на чашечных весах без гирь понадобится, чтобы выделить обе фальшивые 

монеты?  Ответ: 3 взвешивания.  

7. Имеется шесть одинаковых по виду монет, четыре из них настоящие, а две фальши-

вые: обе легче настоящих, но их масса различна. За три взвешивания на чашечных весах без 

гирь найдите обе фальшивые монеты.  

Решение. Первое взвешивание: 1 и 2. Если 1 = 2, то взвешиваем 3 и 4. Если 3 = 4, то 

фальшивые монеты 5 и 6. Если 3 < 4, то взвешиваем 5 и 6. Если 5 = 6, то 3 и 4. Если 5 < 6, то 3 и 

5. Если 1 < 2, то 1 — фальшивая монета. Вторую находим из взвешиваний пар 3 и 4 и 5 и 6.  

8. Имеется 6 одинаковых по виду монет, четыре из них настоящие, по 4 г каждая, а 

две — фальшивые: массой 5 г и 3 г. За четыре взвешивания на чашечных весах без гирь найдите 

обе фальшивые монеты.  

Решение. Взвешиваем 1 и 2, 3 и 4, 5 и 6. Если в двух случаях равенство, то фальшивые в 

третьей паре, если в двух неравенство, то четвертым взвешиванием определяем фальшивые мо-

неты.   

9. Есть 6 монет, из которых три фальшивые, имеющие вес, меньший, чем настоящие. 

Монеты разложены в три столбика одинакового веса. Двумя взвешиваниями на чашечных весах 

без гирь найдите все три фальшивые монеты.  

Решение. Пусть в первом столбике 1+2, во втором — 3+4 и в третьем – 5+6. Сравним 

1+2+3 и 2+4+6.  
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10. Имеется 10 мешков монет. В 9 мешках монеты настоящие (весят по 10 г), а водном 

мешке все монеты фальшивые (весят по 11 грамм). Как одним взвешиванием на весах со стрел-

кой определить, в каком мешке лежат фальшивые монеты?  

11. Есть 10 мешков монет. В некоторых мешках монеты настоящие по 10г, а в остальных 

фальшивые по 11 г. Как одним взвешиванием на весах со стрелкой определить, в каких мешках 

фальшивые монеты?  

Решение. Перенумеруем мешки от 1 до 10. Из первого мешка возьмем 1 монету, из второ-

го — 2, из третьего — 4, и т. д., из последнего — 51229   монет.  

12. На суде в качестве вещественного доказательства предъявлено 14 монет. Эксперимент 

обнаружил, что монеты №№ 1–7 фальшивые, а №№ 8–14 — настоящие. Суд же знает только то, 

что фальшивые монеты весят одинаково, настоящие монеты весят одинаково, и что фальшивые 

монеты легче настоящих. У эксперта есть только чашечные весы без гирь. Как, используя толь-

ко три взвешивания, он может доказать суду, что монеты №№ 1–7 фальшивые, а №№ 8–14 — 

настоящие?  

Решение. A. 1< 8.  2. 2+3 < 1+8.  3. 4+5+6+7 < 1+2+3+8. B. 1. 1 < 8.   2. 2+3+8 < 1+9+10. 3. 

4+5+6+7+8+9+10< 1+2+3+11+12+13+14.  

 

23. Инвариант. Полуинвариант.  

1. В таблице 3 3  расставлены числа следующим образом: 1-я строка — 0, 3, 2; 2-я — 6, 

7, 0; 3-я — 4, 9, 5. Одним ходом разрешается к любым двум числам, стоящим в соседних клет-

ках, прибавить или отнять по единице. Можно ли за несколько таких ходов получить а) таблицу 

из нулей; б) таблицу из нулей и одной единицы; в) таблицу со строками 1-я — 1, 3, 2; 2-я — 6, 

8, 0; 3-я — 4, 9, 5.  

Ответ: а) можно; б) нет; в) нет. Решение в). Раскрасим клетки таблицы в шахматном по-

рядке.    

Инвариант — разность между суммой чисел в черных клетках и суммой чисел в белых 

клетках.  

Каждый ход не меняет эту разность, так как прибавляются или отнимаются по единице к 

клеткам  

разных цветов. Но в заключительной таблице эта разность отлична от нуля.  

2. На 66 елках сидят 66 чижей по одному на каждой елке. Елки растут в ряд через рав-

ные интервалы. Если какой-то чиж перелетает с одной елки на другую, то обязательно, какой-то 

другой чиж перелетает на такое же расстояние, но в обратном направлении. Могут ли все чижи 

собраться на одной елке?   
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Указание. Рассмотрим координатную прямую с началом в одной из елок и единичным от-

резком, равным расстоянию между елками. Инвариант — сумма координат всех чижей, которая 

не меняется при заданных правилах перелетов. 

3. На 44 деревьях, расположенных по кругу, сидели по одному чижу. Время от времени 

какие-то два чижа перелетают один по часовой стрелке, а другой — против, каждый на сосед-

нее дерево. Могут ли все чижи собраться на одном дереве? Ответ: нет 

4. Круг разделен на 6 секторов, в каждом из которых стоит фишка. Разрешается за один 

ход передвинуть любые две фишки в соседние с ними сектора. Можно ли с помощью таких 

операций собрать все фишки в одном секторе?  

5. Круг разделен на 6 секторов. В двух секторах, расположенных через сектор, стоят 1, а 

в остальных – 0. Разрешается к числам в любых двух секторах прибавлять по 1. Можно ли та-

кими операциями добиться того, чтобы все числа в секторах были одинаковы?  

6. Одной вершине куба приписана 1, а всем остальным — нули. Разрешается прибавлять 

по 1 к вершинам одного и того же ребра. Можно ли добиться того, чтобы во всех вершинах бы-

ли равные числа?   

7. По кругу стоят по порядку числа от 1 до 6. Разрешается к любым трем подряд идущим 

числам прибавить по 1 или из любых трех, стоящих через одно, вычесть по 1. Можно ли с по-

мощью таких операций все числа сделать равными?  

8. Дана некоторая тройка чисел. Любые два из них, а и b, разрешается заменить на числа

( ) / 2a b  и ( ) / 2a b . Можно ли с помощью таких операций из тройки (2, 2,1/ 2)  полу-

чить тройку чисел (1, 2,1 2) ?  

9. Дана тройка чисел. С любыми двумя из них разрешается проделать следующее: числа 

а и b заменить на числа 0,6a – 0,8b и 0,8a + 0,6b. Можно ли таким образом из тройки чисел (3, 4, 

12) получить тройку (2, 8, 10)?  

10. На доске написаны числа 1, 2, 3, …, 19, 20. Разрешается стереть любые два числа а и b 

и вместо них написать число a+b–1. Какое число может остаться на доске после 19 таких опе-

раций?  

Ответ: 191. Указание. На каждом шагу от суммы всех чисел отнимается 1.  

11. На доске написаны числа 1, 2, 3, … , 20. Разрешается стереть любые два числа a  и b и 

вместо них написать число ab a b  . Какое число останется на доске после 19 таких операций.  

Ответ: 21! 

12. В квадрате 10 10  стоят 100 ненулевых чисел. Можно поменять знак у чисел в любом 

столбце или строке. Докажите, что этими операциями можно добиться того, чтобы в каждой 

строке и в каждом столбце сумма чисел была бы неотрицательна.  
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Доказательство. Полуинвариант: сумма всех чисел таблицы. Если сумма чисел столбца 

или строки отрицательна, то меняя знак, мы увеличиваем полуинвариант. Но всевозможных 

значений у него конечно.  

 

24. Решение задач на раскраски, конструкции. 

1. Из шахматной доски вырезали две противоположные угловые клетки. Докажите, что 

оставшуюся часть доски нельзя разрезать на доминошки из двух клеток.  

2. Можно ли все клетки доски 9 9  обойти конем по одному разу и вернуться в исход-

ную клетку?  

3. На шахматной доске 88  в некотором порядке расставлены 19 коней. Доказать, что 

из них можно выбрать 10 коней так, что никакие два из выбранных не били друг друга.  

Доказательство. Кони, стоящие на одноцветных полях, не бьют друг друга. Из 19 коней, 

по принципу Дирихле, найдутся 10, которые стоят на одноцветных полях.  

4. На каждой клетке доски 5 5  сидит жук. В некоторый момент все жуки переползают 

в соседние по стороне клетки. Докажите, что, по крайней мере одна клетка станет пустой.  

5. Плоскость раскрашена в два цвета. Докажите, что найдутся две точки одного цвета, 

расстояние между которыми равно 1.  

6. Плоскость окрашена в два цвета, причем имеются точки обоих цветов. Докажите, что 

всегда найдется равнобедренный треугольник с вершинами одного цвета.  

7. Плоскость раскрашена в три цвета. Докажите, что найдутся две точки одного цвета, 

расстояние между которыми равно 1.  

8. Раскрасьте прямую в три цвета так, чтобы нельзя было найти трех точек А, В, С раз-

ного цвета таких, что АВ =ВС.  

9. Можно ли замостить доску 6 6  клеток полосками из трех клеток и одним уголком из 

трех клеток?   

Решение. Раскрасим доску в три цвета: клетки первой горизонтали — в 1-й цвет, второй 

горизонтали — во второй цвет, третьей горизонтали — в 3-й цвет. Клетки 4, 5 и 6 горизонталей 

окрашиваем снова в 1, 2 и 3 цвета соответственно. Тогда, каждая полоска закрывает или три 

клетки одного цвета, или три клетки разных цветов, а уголок - две клетки одного цвета и одну 

клетку второго. Но разность клеток различных цветов, покрытых полосками, отличается на 

число кратное трем.  

10. Можно ли замостить доску 10 10  прямоугольниками 41?   

Указание. Раскраска в четыре цвета по диагонали.  

11. Доска размером 4 4  клетки покрыта 13 прямоугольниками размером 1 2 , стороны 

которых идут по сторонам клеток и прямоугольники не вылезают за пределы доски. Докажите, 
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что один из прямоугольников можно убрать так, что оставшиеся будут, по-прежнему, покры-

вать всю доску.  

Решение. Если ни одного прямоугольника нельзя убрать, то есть 13 клеток, которые по-

крываются только одной половинкой. Тогда на оставшиеся 13 половинок приходится всего 3 

клетки.  Следовательно, одна из них будет покрыта не менее, чем 5 прямоугольниками.  

12. У доски 8 8  часть клеток покрашена в черный цвет, а остальные — в белый. Одним 

ходом любые три клетки, образующие «уголок» можно перекрасить в противоположный цвет. 

Докажите, что за несколько ходов всю доску можно перекрасить в белый цвет.  

Доказательство. Рассмотреть все варианты расположения закрашенных клеток в квадрате 

2 2 . С помощью перекраски уголков можно все клетки этого квадрата сделать белыми.  
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РАБОЧАЯ ПРОГРАММА ЭЛЕКТИВНОГО КУРСА ПО МАТЕМАТИКЕ ДЛЯ  

10 КЛАССА ИНЖЕНЕРНО-ЭКОНОМИЧЕСКОЙ НАПРАВЛЕННОСТИ  

«МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ПРИЕМЫ И МЕТОДЫ ПРИ РЕШЕНИИ  

ФИЗИЧЕСКИХ ЗАДАЧ» 

Разработчик: Комогорцева Т. учитель математики  

Направление внеурочной деятельности: общеинтеллектуальное  

Курс рассчитан на 1 час в неделю, всего 35 часов.  

Программа разработана на основе требований ФГОС СОО и примерной основной образо-

вательной программы среднего общего образования. 

Актуальность программы курса заключается в том, что он охватывает теоретические 

основы математики и практическое применение математических методов при решении физиче-

ских задач, позволяет расширить знания обучающихся, способствует овладению методиками 

исследования, позволяет ознакомиться со статистическими методами сбора и обработки ин-

формации. Практическая направленность курса позволяет применить изучаемого теоретические 

основы при решении задач. Содержание курса позволяет обучающимся любого уровня вклю-

читься в учебно-познавательный процесс и на любом этапе деятельности. 

Цель курса: знакомство учащихся с важнейшими путями и методами применения знаний 

на практике, развитие интереса учащихся к современной технике и производству. 

Задачи курса: 

 формирование умения практического применения знаний по математике при решении 

учебных теоретических и экспериментальных задач по физике; 

 развитие творческих способностей учащихся на основе проб; 

 развитие умений самостоятельной работы с использованием источников информации; 

 формирование умения применять математические методы для решения физических 

задач. 

Планируемые результаты освоения учебного курса. 

Личностные результаты: 

в сфере отношений обучающихся к себе, своему здоровью, к познанию себя:  

– готовность и способность обучающихся к отстаиванию личного достоинства, соб-

ственного мнения, готовность и способность вырабатывать собственную позицию по отноше-

нию к общественно-политическим событиям прошлого и настоящего на основе осознания и 

осмысления истории, духовных ценностей и достижений нашей страны; 

– готовность и способность обучающихся к саморазвитию и самовоспитанию в соответ-

ствии с общечеловеческими ценностями и идеалами гражданского общества, потребность в фи-

зическом самосовершенствовании, занятиях спортивно-оздоровительной деятельностью; 

в сфере отношений обучающихся с окружающими людьми:  
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– развитие компетенций сотрудничества со сверстниками, детьми младшего возраста, 

взрослыми в образовательной, общественно полезной, учебно-исследовательской, проектной и 

других видах деятельности.  

в сфере отношения обучающихся к труду, в сфере социально-экономических отношений: 

– осознанный выбор будущей профессии как путь и способ реализации собственных 

жизненных планов; 

Метапредметные результаты: 

1. Регулятивные универсальные учебные действия 

– самостоятельно определять цели, задавать параметры и критерии, по которым можно 

определить, что цель достигнута; 

– ставить и формулировать собственные задачи в образовательной деятельности и жиз-

ненных ситуациях; 

– оценивать ресурсы, в том числе время и другие нематериальные ресурсы, необходи-

мые для достижения поставленной цели; 

– выбирать путь достижения цели, планировать решение поставленных задач, оптими-

зируя материальные и нематериальные затраты;  

– организовывать эффективный поиск ресурсов, необходимых для достижения постав-

ленной цели; 

– сопоставлять полученный результат деятельности с поставленной заранее целью. 

2. Познавательные универсальные учебные действия 

– искать и находить обобщенные способы решения задач, в том числе, осуществлять 

развернутый информационный поиск и ставить на его основе новые (учебные и познаватель-

ные) задачи; 

– использовать различные модельно-схематические средства для представления суще-

ственных связей и отношений, а также противоречий, выявленных в информационных источ-

никах; 

– менять и удерживать разные позиции в познавательной деятельности. 

3. Коммуникативные универсальные учебные действия 

– осуществлять деловую коммуникацию как со сверстниками, так и со взрослыми (как 

внутри образовательной организации, так и за ее пределами), подбирать партнеров для деловой 

коммуникации исходя из соображений результативности взаимодействия, а не личных симпа-

тий; 

– при осуществлении групповой работы быть как руководителем, так и членом команды 

в разных ролях (генератор идей, критик, исполнитель, выступающий, эксперт и т.д.); 

– развернуто, логично и точно излагать свою точку зрения с использованием адекват-

ных (устных и письменных) языковых средств; 
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Предметные результаты: 

– применение квадратных уравнений при рении задач по физики; 

– характеризовать взаимосвязь между математикой, физикой и другими естественными 

науками; 

– характеризовать системную связь между основополагающими научными понятиями: 

пространство, время, материя (вещество, поле), движение, сила, энергия; 

– описывать языком математики физические эксперименты;  

– решать практико-ориентированные качественные и расчетные задачи с опорой как на 

известные законы, закономерности и модели, так и на тексты с избыточной информацией; 

– объяснять границы применения изученных математических моделей при решении фи-

зических и межпредметных задач; 

– выдвигать гипотезы на основе знания основополагающих закономерностей математи-

ки и законов физики. 

 

Тематическое планирование курса 10 класс  

10 класс, 35 часов, 1 час в неделю 

Содержание курса 
Количество  

часов 

Формы организации  

учебной деятельности 

Виды задач и их классификация. 1 Фронтальная 

Математические методы решения задач по кинемати-

ке. Алгоритмы решения задач. 

2 Групповая и индивидуальная 

Математические методы решения задач по динамике. 

Алгоритмы решения задач. 

8 Групповая и индивидуальная 

Математические методы решения задач по молеку-

лярной физике. Алгоритмы решения задач. 

7 Групповая и индивидуальная 

Математические методы решения задач по термоди-

намике электростатике. Алгоритмы решения задач. 

7 Групповая и индивидуальная 

Математические методы решения задач на экстрему-

мы 

7 Групповая и индивидуальная 

Итоговая работа 2 Индивидуальная 

Итого:  34 часа  

 

Содержание курса. 

Наиболее наглядно и эффектно связь физики и математики проявляется при решении за-

дач, без которых не может быть реализовано усвоение и понимание физики. Практика препода-

вания часто показывает, что даже учащиеся, хорошо владеющие математическим аппаратом, не 

могут на уроках физики эффективно его использовать. Часто вызывает затруднение изучение 
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таких вопросов, как векторный характер физических величин, переход от записи уравнений в 

векторной форме к скалярной форме, решение в общем виде задач координатным методом, 

анализ графиков функций, при изучении колебаний, использование и закрепление свойств три-

гонометрических и показательной функций, применение производной, использование интегри-

рования при решении ряда задач. При решении задач по физике часто приходиться анализиро-

вать функциональные зависимости, составлять и решать математические уравнения, проводить 

алгебраические преобразования и геометрические построения. Умение дифференцировать и ин-

тегрировать открывает большие возможности для изучения колебаний и волн различной физи-

ческой природы, для повторения основных понятий механики (скорости, ускорения). Решая за-

дачи на экстремумы приходим к построению математической модели задачи, в которой запи-

сывается функция (условие), максимум и минимум которой находится и система ограничений 

на переменные, которые входят под знак функции и задают связь между данными условиями.  

Перед решением каждого блока задач по физике необходимо повторить теоретический 

материал по математике, что поможет ученику актуализировать применение математических 

знаний на практике. 

В курсе представлен примерный набор задач. Уровень представленных задач — выше ба-

зового. 
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Задачи по кинематике. 

 Текст задачи Решение 

1. Из точек A и B, 

расположенных 

на расстоянии 

300 м, навстречу 

друг другу дви-

жутся два тела, 

уравнения дви-

жения которых 

имеют вид 

S1=2t+2,5t
2
, 

S2=3t, где все 

величины выра-

жены в системе 

СИ. Определить 

путь, пройден-

ный первым те-

лом до их встре-

чи. 
 

2. Расход воды в 

канале за секун-

ду составляет 

0,27 м
3
. Найти 

скорость воды 

при ширине ка-

нала 1,5 м и глу-

бине воды 0,6 м. 
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3. Поезд первую 

половину пути 

шел со скоро-

стью в 1,5 раза 

большей, чем 

вторую полови-

ну пути. Какова 

скорость поезда 

на каждом 

участке, если 

средняя скорость 

прохождения 

всего пути равна 

12 м/с? 
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Задачи по динамике. 

 

 Текст задачи Решение 

 Дождевая кап-

ля массой 0,02 

г под влияни-

ем горизон-

тально дую-

щего ветра 

падает под 

углом 30° к 

горизонтали. 

Определить 

силу давления 

ветра на кап-

лю. 

 



117 

2. Тело скользит 

с постоянной 

скоростью 

вниз по 

наклонной 

плоскости с 

углом наклона 

45° к горизон-

ту. Опреде-

лить коэффи-

циент трения. 
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3. Конькобежец 

движется по 

закруглению 

ледяной до-

рожки радиу-

сом 2,5 м со 

скоростью 5 

м/с. Под каким 

углом к гори-

зонту он 

наклоняется, 

проходя этот 

поворот? 
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Задачи по молекулярной физике. 

 Текст задачи Решение 

1. Если m0 — 

масса одной 

молекулы 

газа, N — 

общее число 

молекул газа, 

а NА — чис-

ло Авогадро, 

то какая 

формула 

позволяет 

правильно 

рассчитать 

молярную 

массу газа? 
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2. При увели-

чении темпе-

ратуры газа 

на 60К его 

объем возрос 

на 1 л. На 

сколько лит-

ров увели-

чится объем 

по сравне-

нию с перво-

начальным, 

если темпе-

ратуру уве-

личить ещё 

на 30 К? 
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3. Какой радиус 

должен 

иметь напол-

ненный гели-

ем воздуш-

ный шар, 

чтобы он мог 

подняться в 

воздух, если 

масса 1 м
2
 

оболочки 

шара 50 г? 

Температура 

воздуха 27° 

C, давление 

100 кПа. 
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Задачи по термодинамике. 

 Текст задачи Решение 

1. Для приготов-

ления ванны 

необходимо 

смешать хо-

лодную воду 

при 11° C и 

горячую — 

при 66° C. Ка-

кое количество 

горячей воды 

надо взять для 

получения 110 

л воды при 36° 

C? 
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2. Найти работу 

газа, совер-

шенную в 

процессе  

1–2–3 
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Задачи по электростатике. 

 Текст задачи Решение 

1. Заряды по 0,1 

мкКл располо-

жены на рас-

стоянии 6 см 

друг от друга. 

Найти напря-

женность в 

точке, удален-

ной на 5 см от 

каждого из за-

рядов. Оба за-

ряда положи-

тельные 
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Список используемых интернет-ресурсов 

1. https://easyfizika.ru/zadachi/ 

2. https://taskhelp.ru/zadachi 

3. https://phys-ege.sdamgia.ru/test?a=catlistwstat 

4. https://www.abitur.by/fizika/zadachi-po-fizike/ 
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РАБОЧАЯ ПРОГРАММА ЭЛЕКТИВНОГО КУРСА  

«МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧ 

ПРАКТИЧЕСКОГО СОДЕРЖАНИЯ» ДЛЯ СПЕЦИАЛИЗИРОВАННОГО  

10 (11) КЛАССА ИНЖЕНЕРНОЙ (IT) НАПРАВЛЕННОСТИ  

Разработчик: Кириленко Тамара Владимировна, учитель математики МБОУ ЭКЛ 

Направление курса: общеинтеллектуальное 

Год 

обучения 
Предмет 

Кол-во часов 

в неделю 

Кол-во 

учебных недель 

Всего часов 

за учебный год 

10 класс 

(11 класс) 

Математические модели 

и их применение при ре-

шении задач практиче-

ского содержания 

1 35 35 

Цель освоения курса 

Создание условий для формирования умения применять   математические модели для ре-

шения задач практического содержания; углубление знаний, полученных на уроках математи-

ки. 

Актуальность курса определяется тем, что умение решать задачи является одним из ос-

новных показателей уровня математического развития. Процесс овладения этим умением спо-

собствует развитию таких навыков как: 

  распознавать проблемы, возникающие в окружающей действительности, которые мо-

гут быть решены средствами математики; 

 формулировать эти проблемы на языке математики; 

 решать эти проблемы, используя математические знания и методы; 

 анализировать использованные методы решения; 

 интерпретировать полученные результаты с учетом поставленной проблемы; 

 формулировать и записывать окончательные результаты решения поставленной про-

блемы. 

Все эти навыки являются составляющими математической грамотности, формированию 

которой в данный период времени отводится приоритетное значение. 

Планируемые результаты освоения курса 

Личностные результаты: 

Личностные результаты в сфере отношений обучающихся к себе, к своему здоровью, к 

познанию себя: 

– ориентация обучающихся на инициативность, креативность, готовность и способ-

ность к личностному самоопределению, способность ставить цели;  

Личностные результаты в сфере отношений обучающихся с окружающими людьми:  
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– готовность и способность вести диалог с другими людьми, достигать в нем взаимопони-

мания, находить общие цели и сотрудничать для их достижения;  

– развитие компетенций сотрудничества со сверстниками, взрослыми в образователь-

ной, учебно-исследовательской деятельности;  

Личностные результаты в сфере отношений обучающихся к окружающему миру, живой 

природе, художественной культуре:  

– готовность и способность к образованию, в том числе самообразованию;  

Личностные результаты в сфере физического, психологического, социального и академи-

ческого благополучия обучающихся: 

–  эмоционально-психологическое, социальное благополучие обучающихся в жизни об-

разовательной организации, ощущение детьми безопасности и психологического комфорта, 

информационной безопасности. 

 

Метапредметные результаты 

1. Регулятивные универсальные учебные действия 

Выпускник научится: 

– самостоятельно определять цели, задавать параметры и критерии, по которым можно 

определить, что цель достигнута; 

– оценивать возможные последствия достижения поставленной цели в деятельности; 

– оценивать ресурсы, в том числе время и другие нематериальные ресурсы, необходи-

мые для достижения поставленной цели; 

– выбирать путь достижения цели, планировать решение поставленных задач, оптими-

зируя материальные и нематериальные затраты;  

– сопоставлять полученный результат деятельности с поставленной заранее целью. 

2. Познавательные универсальные учебные действия 

Выпускник научится:  

– искать и находить обобщенные способы решения задач, в том числе, осуществлять 

развернутый информационный поиск и ставить на его основе новые (учебные и познаватель-

ные) задачи; 

– находить и приводить критические аргументы в отношении действий и суждений дру-

гого; спокойно и разумно относиться к критическим замечаниям в отношении собственного 

суждения, рассматривать их как ресурс собственного развития; 

– менять и удерживать разные позиции в познавательной деятельности. 

3. Коммуникативные универсальные учебные действия 

Выпускник научится: 

– осуществлять деловую коммуникацию как со сверстниками, так и со взрослыми;  
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– при осуществлении групповой работы быть как руководителем, так и членом команды 

в разных ролях (генератор идей, критик, исполнитель, выступающий, эксперт и т.д.); 

– развернуто, логично и точно излагать свою точку зрения с использованием адекват-

ных (устных и письменных) языковых средств. 

 

Предметные результаты 

Выпускник научится 

- оперировать понятиями: утверждение, отрицание утверждения, истинные и ложные 

утверждения, причина, следствие, частный случай общего утверждения, контрпример; 

- проводить доказательные рассуждения в ситуациях повседневной жизни, при реше-

нии задач из других предметов; 

- выполнять и объяснять сравнение результатов вычислений при решении практиче-

ских задач, в том числе приближенных вычислений, используя разные способы сравнений; 

- записывать, сравнивать, округлять числовые данные реальных величин с использова-

нием разных систем измерения;  

- составлять и оценивать разными способами числовые выражения при решении прак-

тических задач и задач из других учебных предметов. 

- решать разные виды уравнений и неравенств и их систем; 

- владеть методами решения уравнений, неравенств и их систем, уметь выбирать метод 

решения и обосновывать свой выбор; 

- свободно использовать тождественные преобразования при решении уравнений и си-

стем уравнений; 

- составлять и решать уравнения, неравенства, их системы при решении задач других 

учебных предметов; 

- выполнять оценку правдоподобия результатов, получаемых при решении различных 

уравнений, неравенств и их систем при решении задач других учебных предметов; 

- составлять и решать уравнения и неравенства с параметрами при решении задач дру-

гих учебных предметов; 

- составлять уравнение, неравенство или их систему, описывающие реальную ситуацию 

или прикладную задачу, интерпретировать полученные результаты; 

- владеть понятиями числовая последовательность, арифметическая и геометрическая 

прогрессия; 

- применять при решении задач свойства и признаки арифметической и геометрической 

прогрессий;  

- решать разные задачи повышенной трудности; 
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- анализировать условие задачи, выбирать оптимальный метод решения задачи, рас-

сматривая различные методы; 

- строить модель решения задачи, проводить доказательные рассуждения при решении 

задачи; 

- решать задачи, требующие перебора вариантов, проверки условий, выбора оптималь-

ного результата; 

- анализировать и интерпретировать полученные решения в контексте условия задачи, 

выбирать решения, не противоречащие контексту;   

- переводить при решении задачи информацию из одной формы записи в другую, ис-

пользуя при необходимости схемы, таблицы, графики, диаграммы; 

- решать практические задачи и задачи из других предметов; 

- применять основные методы решения математических задач. 

Выпускник получит возможность научиться 

Для обеспечения возможности успешного продолжения образования по специальностям, 

связанным с осуществлением научной и исследовательской деятельности в области математики 

и смежных наук 

- использовать теоретико-множественный язык и язык логики для описания реальных 

процессов и явлений, при решении задач других учебных предметов 

- свободно решать системы линейных уравнений;  

- решать основные типы уравнений и неравенств с параметрами; 

- применять математические знания к исследованию окружающего мира. 

 

Содержание курса 

Тема 
Формы организации  

деятельности 

Математические модели при решении текстовых задач. Этапы математическо-

го моделирования 

изложение узловых во-

просов (лекция), прак-

тикум, тематическое 

комбинированное заня-

тие (включающее раз-

ные формы организа-

ции, в том числе инди-

видуальную, группо-

вую), учебная игра 

Составление разных видов математических моделей по условию задачи.  Ос-

новные сведения и рекомендации к решению задач на составление уравнений 

Математическое моделирование при решении комбинированных задач на 

прогрессии 

Математическое моделирование при решении задач на доказательство с це-

лыми неизвестными 

Математическое моделирование при решении задач на работу, основные ве-

личины и зависимости 

Математическое моделирование при решении задач на проценты.  Нахожде-

ние процентов от числа 
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Тема 
Формы организации  

деятельности 

Нахождение числа по его процентам.  Нахождение процентов от числа 

Математическое моделирование при решении задач на концентрацию веще-

ства 

Математическое моделирование при решении задач на многократные перели-

вания 

Математическое моделирование при решении задач на прямолинейное дви-

жение 

Математическое моделирование при решении задач на движение по воде 

Математическое моделирование при решении задач на движение по окружно-

сти 

Задачи, в которых несколько возможных вариантов условия 

Задачи, условий которых недостаточно для однозначного ответа 

Решение логических задач 

 

Тематическое планирование 

Тема 
Кол-во 

часов 

Виды  

деятельности 

Математические модели при решении текстовых задач. Этапы 

математического моделирования 

2 решение задач, 

составление за-

дач, поиск спосо-

ба решения, рабо-

та с дополнитель-

ной литературой, 

дискуссии. 

Составление разных видов математических моделей по условию 

задачи. Основные сведения и рекомендации к решению задач на 

составление уравнений 

2 

Математическое моделирование при решении комбинированных 

задач на прогрессии 

2 

Делимость натуральных чисел. Признаки делимости. Свойства 

делимости 

2 

Математическое моделирование при решении задач на доказа-

тельство с целыми неизвестными 

2 

Математическое моделирование при решении задач на работу, 

основные величины и зависимости 

2 

Математическое моделирование при решении задач на процен-

ты. Нахождение процентов от числа 

2 

Нахождение числа по его процентам. Нахождение процентов от 

числа 

2 

Математическое моделирование при решении задач  на концен- 2 
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Тема 
Кол-во 

часов 

Виды  

деятельности 

трацию вещества 

Математическое моделирование при решении задач  на много-

кратные переливания 

2 

Математическое моделирование при решении задач  на прямо-

линейное движение 

2 

Математическое моделирование при решении задач  на движе-

ние по воде 

2 

Математическое моделирование при решении задач  на движе-

ние по окружности 

2 

Задачи, в которых несколько возможных вариантов условия 3 

Задачи, условий которых недостаточно для однозначного ответа 3 

Решение логических задач 3 

 

Примеры заданий. 

1. На соревнованиях беговых роботов было представлено некоторое количество меха-

низмов. Роботов выпускали на одну и ту же дистанцию попарно. В протоколе фиксировались 

разности времен финиша победителя и побежденного в каждом из забегов. Все они оказались 

разными: 1 сек., 2 сек., 3 сек., 4 сек., 5 сек., 6 сек. Известно, что в ходе забегов каждый робот 

соревновался с каждым ровно один раз. Составьте математическую модель и определите число 

представленных на соревнованиях механизмов. 

Решение. Пусть на соревнования было представлено n роботов. Так как для каждой пары 

роботов показания измерений оказались разными, то всего было 6 различных пар. С другой 

стороны, число пар, которое можно составить из n роботов равно (n-1) n/2. Следовательно, (n-1) 

n/2 =6, или n
2
-n-12=6, n=4. 

Ответ: 4. 

 

2. В зубчатой передаче большая из шестеренок делает в минуту на 60 оборотов меньше, 

чем другая, а время, за которое каждая из них делает 6оборотов, отличается на 1 с. Составьте 

математическую модель и ответьте на вопрос: сколько оборотов делает каждая шестеренка в 

минуту? 

Решение. Пусть большая шестеренка делает x оборотов в минуту, а меньшая – (x+90) 

об/мин. Тогда 9 оборотов большая делает за 9/x мин., а вторая - 9/(x+90) мин. Разница между 

ними - 1/60 минуты. 
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Составляем уравнение: 

9/x-9/(x+90) =1/60 

x
2
+90x-48600=0 

x=180  

x+90=270 оборотов в минуту. 

Ответ: 80 об/мин, 120 об/мин. 

 

3. В логистике затраты на доставку некоторого оборудования складываются из затрат на 

транспорт и хранение, которые определяются факторами а и b. Эти факторы могут принимать 

любые неотрицательные значения. Какие наименьшие затраты можно заложить на доставку 

оборудования по полученному заказу, если зависимость этих затрат задается формулой a
2
+2b

2
-

3a+7?  

 

 

4. Знак «Крутой подъем», предусмотренный правилами дорожного движения, информи-

рует водителя о приближении к подъему и о крутизне подъема, выраженной в процентах (число 

показывает, на сколько метров поднимается дорога в среднем на каждые 100 м пути). Подъем 

обозначен знаком (см. рисунок). Пользуясь таблицей, определите примерно угол этого подъема 

в градусах. 
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Решение. Синус угла α равен 9/100=0,09. Тогда по таблице условия α
o
=5

o
. 

                     Ответ: 5. 

5. Десятиклассник Антон интересуется математикой. Ему нравится всё, что связано с 

числами. Но он столкнулся с тем, что не все любят большие числа и понимают «как они устро-

ены». Младший брат Антона, Тимофей, рассказал ему, что на последнем уроке математики они 

изучали факториал. Он понял, что факториал натурального числа n представляет собой произ-

ведение всех натуральных чисел от 1 до n: 𝑛! = 1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 4 ∙ … ∙ (𝑛 − 1) ∙ 𝑛. Тимофей попросил 

брата помочь ему разобраться с тем, почему учитель сказал, что факториал растёт очень быст-

ро. 

1) Антон предложил брату сравнить рост факториала с ростом квадратичной функции. 

Помогите ребятам ответить на вопросы. 5!,  5
2
; Какая из функций растёт быстрее: n

2
 или n!? 

При каком наименьшем значении n значение n! больше одного миллиона? Какое значение n
2
 

соответствует этому n? 

2) Антон задал брату вопрос: 10! секунд – много это или мало? 

Чтобы ответить на этот вопрос, он предложил Тимофею выразить данное время в часах. 

Решение. 5! = 120, 5
2  

= 25. При n =10 n!  1000000, n
2 

= 100. 10! секунд = 1008 часов. 

Ответ: n! растет быстрее, чем n
2
. 

 

6. Рука пространственного робота-манипулятора может совершать манёвры трех типов. 

Так манёвром первого типа рука робота перемещает объект из точки A (2; 2; 2) в точку B (−2; 4; 

6), из точки B манёвром второго типа перемещает объект в точку С (−4; 8; 8), а манёвром треть-

его типа из точки С в точку D (−2; 4; 0). Найдите модуль перемещения объекта, произведенного 

рукой робота, последовательно совершившего два манёвра первого типа, манёвр третьего типа 

и манёвр, противоположный манёвру второго типа.  

Решение. Найдем координаты векторов 𝐴𝐵, 𝐵𝐶 и 𝐶𝐷: 𝐴𝐵 = {−2 − 2, 4 − 2, 6 − 2} = {−4, 2, 

4}, 𝐵𝐶 = { −4 − (−2), 8 − 4, 8 − 6} = { −2, 4, 2}, 𝐶𝐷 = {−2 − (−4), 4 − 8, 0 − 8} = {2, −4, −8}. Рас-

считаем вектор перемещения объекта 𝑚 = 2𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 − 𝐵𝐶 = = {2 ∙ −4 + 2 − −2, 2 ∙ 2 − 4 − 4, 2 ∙ 4 

− 8 − 2} = {−4, −4, −2}. Найдем длину перемещения |𝑚|
2
 = (𝑚 ∙ 𝑚)

2
 = ((−4) 

2
+(−4) 

2
+(−2) 

2
)
2
 = 6

2
. 

Ответ: 6. 
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